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Queste lezioni apparvero per la prima velta neli’anno scolastico 1898-49,
codutte dal Dott. (+. Scorza, aliora mio assisténte di Geometria proiettiva
e descrittiva, in poehe copie litografate, per uso eselusivo del miei students,

M: sono indotte ora a pubblicare per le stampe le lezioni stesse, dopo
averle rivedute ed naccrescinte di vari argomenti, nells speranza che po-
tegse essere di qualche utilitd al giovani dei 2.9 biennio delle nostre Fa-
eolth matematiche il trovare raceoite in un volume e metodicamenta esposte
teorio Sparse i uD gran numero di Memorie e fondamentali per chi voglia
soguire con profitte ghi ultimi grandi progressi deila (ieometria moderna,
11 che finora non O stato fatto, se si eccettua i Hibro delle Schoute: Mehr-
dimensionale Geomelrie (Leipzig 1902, 1003), che ha col presente guaiche
punto di affinitd, ma che ne difforisce essenzialmente per due ragioni. L' una
5 che ivi 1a Geometfria analitica degli iperspazi i fa derivare da postuiati
e concetti sintetici, mentre qui essa © sem;::liee interpretazione di nozioni
o teoremi algebrici L altra ragione, la principale, sta nella scelta degl
argomenti, dei quali lo Schoute preferisce quelli i Geometria metrica.

nvece in queste lezioni le teorie esposte appartengono futte alla Geo-
metria proiettiva, e sono poste in particolare rilieve quelle di pit larga
¢ frequente applicazione nella Geometria delle trasformazioni birazionali.
Angzi il proposito di fornire ai giovani utili cognizioni per questi stodi
ulteriori, proposito che trovd facile attuazione nelle intime relazioni che
corrono fra le due menzionate Geometrie, spieghi, s¢ non giustiﬁéhi, I’a-
vere introdotto in questo libro alcuni concetti e teoremi che non rispon-
dono strettamente al fifolo del libro stesso. E la considerazione di avviafe
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i giovani aght studi-di (Geometria sopra una curva mi determind pure ad ag-
giungere in fine nn’Appendice, in cul sono trattati aleuni argomenti, aventi
per quegli studi particolave interesse, quali i rami delle curve aigebriche,
la scomposizione delle singolaritda delle curve*piane, ecc..

Nen debbo tacere un’altra osservazione che si riferisce alle indicazioni
bibliogratiche. Aeccolta I'idea di guesta pubblicazione, mi accorsi che non
ne sarei faciimente venuto a capo, aimeno cost presio come mi era pro-
posto, se avessi voluto presenfare un quadro completo ¢ fissare la relativa
imporianza dei numeresi lavori algebrici e geometrici ad essa attinenti, per
la molta delicatezza ed estensione delle ricerehe a cis necessarie. 11 lettore
non voglia adunque vedere nei eenni bibliogratici, che troverd a pié di pa-
gina, altro che notizie destinate ad ortentario e a dargli § mezzi per arri-
vare aila precisa cohoscenza dei suddett: iavori. Varie citazioni ed osser-
vazioni sono fatte a vantaggio degli studenti del 2.° hienniv delle nostre
Facoltda matematiche, ai guali, come ho gid detlo, il libre d particolar-
mente indirizzato.

La nezione di iperspazio si presentd certo spontaneamente a guei ma-
tematici che, avendo a trattare questioni ove figuravano pill 4i fre variabili,
voilero interpretare guesto fatto in modo analogo a quello che, nel caso
di 1,2 o 3 variabili, & dato dalla ordinaria Geometria analitica, cercandeo
inn questa nuova visione dei problemi un aiuts alla loro soluzione, K quindi
naturale che per frovare le prime traceie di quells nozione ocoorra risa-
lire un po’ indietro !: ma uno sviluppo esplicito di essa in varie direzioni
{Fondamenti della Geometria, Analysis situs, Geometria differenziale, Tra-
sformaziont birazionali,..) si & avaio solianio, a comineciare dalla meta
cirea del secolo scorso, per opera di Cayley, Grassmann, Riemann, Bel-
trami, Schlafii, Betti, Kronecker, Lie, Klein, Noether, Halphen, Jordan,
D' Ovidio, Clifford, .... Scbhbene nei lavori di guesti matematici sieno sparst

rorem

S Vﬂggam ta nota al n. 1 del an X1 ded ith di Lonia, I passato ed il
prresente "delle principali teorite yﬂﬂmefrwhﬁ (Torino, 1898). 5i vegya pure i detto
Cap. per i brevi cennt che seguono. Cir. anche SgGrE, Su alcuni indirizzi nelle
investigazioni geomelriche (Rivista di Matematiea, 1801), lavore tradotto in inglese
coh aggiunte (Bull. of the American mathem. soc., 10 {2), 1904}, § VIII e seg.
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molti concetti ¢ teoremi di Geometria proiettiva degli iperspazi, ed anzi
in varl di essi si trattino argomenti direttamente o indirettamente relativi
a tale dottrina, tuttavia si pud affermare che il primo lavoro organico di
caratters generale in quel particolare indirizzo & dovuio a Veronese 1}, 1l
quale non sele sviluppd il metodo delle proiezioni negli iperspazi, ma ne
mostrd la fecondita con felici applicazioni a varie forme geometriche, specie
alle curve algebriche di genere qualunque, applicazioni che farono poil dal
Veronese continaate in lavori posteriori. Al Veronese si deve purs un’opers
di Iunga lena e di molto merito %), nella quale ¢ introdotto e sviluppato
un sistema di postulati posto a base di tatta la Geometria meirica e proiet-
tiva degli spazi ad un nwmers qualunque di dimensioni.

Due anni dope la pubblicazione della suddetta Memoria di Veronese,
vennero in luee, in breve tempo, numerosi lavori di Segre, il quale, se-
guendo il metodo iperspaziale, portd un contributoe di gran valore al pro-
orossi della Geometria. In quelli fra esst consacrati alla Geometria proiet-
tiva degli iperspazi (ai quali limitiamo qut il discorso), egli riprese lo studio
delle teorie fondamentali, alcune delle guali erano appena abbozzate, ed
agsociando ai comcetti sintetici gli importanti teoremi algebrici di Weier-
strass, Kronecker, Frobenius,... diede un ampio ed ordinato sviluppo alie
teorie stesse, arricchendole di metodi e risultati nuovi. Insieme a queste
pubblicazioni di Segre ne apparvero altre di Del Pezzo, Castelnuovo, Pre-
delia, Enriques,... che pure recarono notevoli perfezionamenti alls Geometris
projettiva degli iperspazi e ne estesero i confini 3.

Nelta compilazione di questo libro, come si vedrd dalle citazioni, ho
tratto molte proprietd e dimostrazioni dai lavori di Segre: ed & mio dovere
dichiarare che mi sono valso aliresi degli estesi sunti manoseritti che il
Segre stesso elabora annualmente per i suoi corsi e che egli, con amiche-

1y Behandlung der projectivischen Verhiiltnisze der Riume... (Math. Ann., 19,
1882, \

?) Trovasi citata neila nota al u. g Cap. 2.°

3 8i prescinde, come gid si ¢ avvertito, dalin Geometria delie trasformazioni
birazionaki degii enti algebrici semplicemente ¢ doppiamente infinifi, coltivata
fra noi con grande successe da SpGRE, CASTELNUOVO, ENRIQUBS, SHVERI.
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vole gentilezza, mise a mia disposizione ). Di che e dei proziost consigii
datimi su varie guestioni relative a d'e{”tﬁfr‘:fiﬂm\pilﬂaiﬂne gli rendo qui vi-
vissime grazie. .- ha? ,‘#
¥ grazie rendo pure al Prof. F. Severi -{r.he*ilg alcuni punti mi diede
. aiuto efficacissimo e al Dott, 8. Medici;- ora mio assistente di Geometria
proiettiva ¢ descrittiva, che mi porse opportuni avvertimenti per In ehia-
rezza del testo e molto mi giovd nella revisione delle prove di stampa.
Rivolge in fine una yr{:ghierﬁ ai colleghi ed © che, avendo occasione

di notare in questo libro imperfeziont o lacune; vogliano essere cortesi di

avvertirmene.

Pisa, Dicembre 1006,
E. Bgrrov,

2

1) Cosl ¢tnluze pagine doil’ Appendice sono riprodotie dal corso del S8genrE dol 1508-08,
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Lo spazio =..

1. — La geometria proiettiva ordinaria porge innumerevoll esemipi
di totafita di elementi, tali che possa stabilirsi una corrispondenza biu-
nivoca algebrica semza eccezioni tra gli elementi deiia totalita e i valori
dei rapporti di un certo rumero di parametyi x, , #y, .., 7, supposto che
questi parametri prendane tutti 1 valoni possibili, ma non siano mai tatti
aulli e nessuno divenga infinito..Tali son¢ le totalitd dei punti di una
retta o delle rette di un fascio, dei punti o delle rette di un piano, del
raggi o dei piani di una stella, dei punti o dei ptani dello spazio ordinario,
deHe coniche di un piano, delle guadriche dello spazio ordinario, eec., ecc.

Ora le proprieta di tali totalith possono distinguersi in due grandi
classi: Ie une dipendono dalla natura speciale degli elementi da eui le
totality stesse sono costituite, le altre dipendono puramente dalis cireo-
‘gtanza detta, che gl elementi della totalitd corvispondono biunivocamente
e algebricamente, senza eccezioni, ai gruppi di valori (a_meno di un fat-
tore di mﬂrztnnaiita} di un certo mmmere di parametri.

Quando si voole studiave la seconda classe di proprieta ¢ indifferente
pensare o no alla natura speciale dell’clemento delia tofalitd. Percio,

astraeﬁdn da {}gm pﬁwhﬂe rappreseutazmn& geometrica od intuitiva, si

..............................

.t?a r+1 pmmwwtﬂ ::::*ﬂ,:a:,=~ ey By escluso che questl pamm&tﬂ DOSSARO

diventare tutti nulli o alenno infinito. Ogni tale gruppo dicesi punto dell’s,

g le 2,,2,...,2, 8i chiamano le sue coprdinate omogence, mentre 8i dl-—

cono coordinate non omogenee del punto i rapporti di ¢ delle x,, 2y, .0, %,
alla rimanente. '

1 gt

S
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Se si tratta di applicare il concetto numerico di spazic S,, ora definite,
a determinate totalitd gaﬁﬂletrieihe ", & suol dire anche punito ogni
elemento ¢i tali totalith. In guesto senso si dice lo spazio a 5 dimensioni
delle coniche ¢i un piano; lo spazio a 9 dimensioni delle quadriche dello
spazio ordinario; ect..

4i indichera eon x il punto di coordinate x,, %, ..., %,,0, hrevemente,
di coordinate x,, distinguendo con indici in alto punti diversi fra lore,
Cost il punto ¥ & il punto di coordinate ' o di coordinaie 7 Lo SRR

Gl r+ 1 punti che hanno tutte le coordinate nulle meno una, cioe
che hanno rispettivamente le coordinate |

prendono nome di punti fondamentalt e si indicheranno sempre in seguito
ordinatamente eon A, , Ay, ..., A, Il loro insieme dicest piramide fonda-
mentale. 11 punto che ha tutte le coordinate eguali, cioe

si chiama punfo unitd ¢ si desigrera con U,

9. Sieno ' (j=0, 1,...,% k+1 punti del nostro spazio S, e si
considerino le »+ 1 eguoazioni lineari
/ ,im AL U L L R PR s )

- . - A a - - - - - [ L]

(1)

che si eottengono daﬁ‘ eguagliare a zero le stesse combinazioni lineari,
con parametri 3® 8 WY éfiﬁﬁt} coordinate omonime dei £+1 punti.
Questi k+1 punti si chiameranno dipendenti o indipendenti, ‘secondochd
esistono valori non tutti nulli dei parametri A7, WL, W che soddin
sfano le (1), ovvero mon esistono, ciod le (1) sono seddisfatie soltanto da
valori tutti pulli dei parametri stessi, |




T

L
% .

.-

3

i
i
:

N+ S — {Cap, L 1. 343

Se hk-+1 =>r41, 1 punii sone necessariamente dipendenti, perche,
indicande con e{ < 7 1) la caratteristica deila matriee delle (1), si pue

soddisfare a queste prendendo & piacere i valori & certi k+1—¢ (>0}

dei parametri 2,37, ... UL P
g k+1 = r+1,la caratteristica ¢ della matrice delle (1Y & < k+1.

e

.....

Qiando ¢=k+1, i k+1 punti sono indipendenti, perche ie {1) non pos-
gono essere soddisfatte che da valori cptti nalli & A, LW, ed in-
vece, quando ¢<“k-+1, i k-+1 punti sono dipendenti %, Convenendo,
come si suole, di chiamar nulla una matrice guando sono nuih tutti i
suoi minori di ordine massimo e diversa dn zevo nel caso contrario, sl

pud adunque dire che k-1 (Zr+1) punti di B, sono dipendenti o indi-

pendenti secondochi Ia'lriﬁ#r?cg' delle loro coordinate

i

a,gn}:ﬁlﬁ ol

- [ 3 - o+

2 a® L2

(2}

¢ =0 o0 $0.

3. — Se la matrice (2) & £0, e pure ¥0 la matrice che si ottiene
da essa prendendo {ad es.) le prime A-+ 1 colonne, perché se tutti i
determinanti d'ordine massimo di questa fossero nulli, 1o sarebbero anche

. quelli di ordine massimo della- (2).. Onde ge k+1 punit sono indipendenti,

i lo sono altrest h-+1 (< &+ 1} qualungue di essi.. Inoltre si possono ag-

giungere, in infinitt modi, @ k-1 pumti indipendentt, altri r—k cost da
aveve v-+-1 punti indipendenti. Dasta aggivogere alla (2) r—% colonne
con coordinate generiﬂhe.'(}ﬁsi, supposto 0 il determinante delle prime
k-1 Tinee, basta aggiungere I ptinti fondamentali Anga s Angrs ot A,

. -1 - I .
L fhaaala ot "Efa:ffhr‘*h

ai k-1 punti dati." R O
4. — Prendansi k-1 punti indipendenti af:_* (j==0,1,...,k) e 8

facciano delle loro coordinate omonime le medesime combinazioni lineari;
ciod sl ponga __
(3) = 1O B - + WM (i=0, Lyeeant).

1y Cfr., Bd 085, CAPBLLI, Isﬁt‘:uﬁﬂm di Analist algebrica, terza edizione (Na-

}pul'i , Peliorano, 1902) n. 444, |
% Cfr. Carnit, 1. ¢., n. 445,

P A . L e L . .. i
TS L - L T e g e e




JCAP. 12 o 46 Y S

Supponiamo dapprima che sia £+ 1 =r 4 1. Aliora, essendo per ipotesi
il determinante delle coordinate 24’ differente da zero, dalle {3) polranno
ricavarsi le A'Y' espresse linearmente ed omogeneamente per le x;. Cio
dimostra che, al variare delle X9, otteniamo dalle {(3) tutti i punti del
nostro spazio S,; ossia ogni punto potrd considerarsi come individuato
gia dalle z,, sia dalle #7. Si ha cosl una frasformazione di coordintile
* (delle x;, nelie " o viceversa). I punti della nucva piramide fondamen-
tale, ciod i punti che nelle coordinate ) hanno tutte le coordinate nulle
Imeno una, sono precisamente, come si vede dalle {3), gl -1 punti
“dati, che nel nuovo sistema di ecordinate sono ancors indipendenti. Anzi,
‘a tale proposito, si osservi che sempre la dipendenza o no dei punti di
un gruppo si mantiene attraverse ad una trasformazione di coordinate
¢ guindi non dipende menomamente dalla scelta particolare di gueste.
Per dimostrarle basta considerare r+1 punti {n. 3) e osservare che il
determinante delle loro coordinate x, {(ad es.) & il prodotto del determi-
nante della trasformazione per il determinante delle loro coordinate 1'%
5, — Suppongasi ora k+1 <“r-+ 1. 8i vede subito, tenendo conto
della indipendenza dei punti 29(;=0,1,..., %), che due sistemi di valor
defle A che conducono, per le (3), allo stesso punto z di S, differiscono
solo per un fattore di proporzionalitd. Infatti, se quei due sistemi di
valori sono: 30 A L., My AP A, L, MM, deve aversi, » essendo un
fattore di proporzionalita,

WL o M = p (1929 L) (=0,1,,.0,9),
088ia ,
() — @) 20 L. 4 O — A A =0 (i=20,1,...,7);
quindi, poiche i punti 2! sono indipendenti, deve essere (n. 2)
W—p =0, ..., —pl==g,

come appunite velevasi dimostrare. ,

Tutti i punti, che si ottengono dalle {3} al variare dei param&trl
AN, W diremo quindi che costituiscono una fotalitd o«o*: e,
siccome i punti di questa totalitd si possono far corvispondere ’i:ammﬁ}-

ﬁﬁlﬂﬂﬂt& {senza Eﬂcﬂﬂﬂne} ai EIStEIﬂl d: valun (a meno di un fattnrﬂ di

iy A M ORI KA S B R
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mente uno spagio S, subordinafo dell’S.. 1 punti fondamentali dello
spazio 8, nella sua rappresentazione parametrica, oftenuta medianta_lé
Wi sono evidentemente 1 -+ 1 punti considerati 2% M, ..., M.

Se questi k11 punti 8i prendono fra gli -+ 1 punti fondamentali
di S, (certs indipendenti) e sono, ad es., i punti A, Ay, e, A,, 1o {3)
divengono

(4) gm= W =W, L, =N B =0, , =03

qﬁindi, facendo variare in tutti i modi possibili k-1 eoordinate del
punti deil’s, e prendendo tutte ie altre eguali 2 zero, 8i ottengono tutti
,:;H pfpnti ﬁ%&}}ﬂ spazio subordinato S, determinato dai k-1 punti fonda-
hentali, che hanno i medesimi indici di quelle coordinate. Gl spazi
spberdinati di tal natura diconsi spaer subordinati_fondamentali deli"%;;

o inoltre due spazi fondamentali 8, , 8,5 costruiti rispettivamente uno
con k-1 punti qualunque dei fondamentali, 1'altro coi punti rimanenti,

R T

......

Reciprocamente le (3} rendono immediatamente evidente che, dato
uno spazio 8, {di coordinate W, w03, & puad in infiniti modi pen-
sarlo come subordinate di uno spazio B, ad un maggior numere di di-

. mensionl. _

6. — Fra gh spazi qubordinati dell’S, {r > 8) quelli & 1, 2, 8 dimen-
gioni, per una considerazione tutt’affatio naturale, si dicono retfe, piant,
spagi ordingri dell’S, . (i altri spazi subsrdinati non hanno nomi spe-

ciali, tranne guelli ad r-—1 dimensioni che si dicono gli tperpm?iiwdl%, .
“Notiamo poi che la serie degli spazi subordinati si compieta aggiun-
gendovi quelli a zero dimensioni, chiamando gﬁj_un punto qualsivegiia,
Fdell’ B,
© 7. Alla definizione di punti dipendenti si pud dare ora una forma
. piit espressiva. In vero, dati k-1 punti dipendenti £, 28, ..., 2, sia
h4-1 {<Zk-+1} il massimo TIMEro di punti indipendenti, che gi pos-
gono scegliere fra essi; e tali sieno, per fissar le idee, i primi A-}1
punti 7, 2", ..y AN Por conseguenza ghi A+ 2 punti &%, #V, .., At U
(ad es,) saranno dipendenti, cioé (0. 2) qussisteranno le

=+

}\{u}mii?}mi_ Mgt | + Rkt +'kih+lia%u+1*=n“ 0 {i=0,1,...,7

per valori non tutti nuili delle 1P, Onesto sistema di equazioni avrd quindi
1a caratteristica della sua matrice < h-+1, e precisamente ==h-+1,
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perchd la matrice delle coordinate degli 231 punti 2%, 4%, ..., 2" ha
appunto questa carafteristica. Anzi da questo fatto risuita 1), che nel
precedente sistema di equazioni si pud prendere X™*" arbitrariamente e
quingdi + 0. Cio significa che il punte ™+ appartiene allo spazio 8, (spazio
subordinate di 8, o S, medesimo) determinato dai detti A-1-1 punti: e
la stessa cosa si conclude analogamente per i punti 2”9, .., 2. Adunque
- k+1 punti lincarmente dipendenti- sono tali che fra essi si possono scegliere
k+ 1 {<"k -+ 1} linearmente indipendenti si che fufti o k-1 punti stanno
! nelle spazic determinato dagli h-+1. Viceversa, se agli A1 punti de-
terminanti un 8, si aggiungono altri punti di esso, ¢ evidente che si
ottienie un gruppo di punti dipendenii d&i S;.

Giova notare che le(3) possono servire in ogni caso a dare, variande le
MOttt punti di uno spazio subordinato 8, (o dello stesse 8,). (iacche,
ge i puntf 29,2, ..., 2" sono dipendenti, basta sostituire (mantenute
e depominazioni di dianzi) ad Y, 20..,d% le lore espressioni
im&ara nelle x{”} n:“-" fusey T, I’erb lo spazio dam dalle {3) & ora {ii di-

o __\j—L-:.-\.-.-\.-\.-\.-\. ety

-

8, «u-Se k41 punti 2, 2", ..., 2™ sono mtiipenﬁenti in 8,, essi
individuano un S, deﬁmtﬂr dalle

v, —1=ﬂwﬂ}+ oA (20,1, 00,7)

ove, per comodita di dimnstrazinne indichiamo adesso con y. le coor--
dinate di un punto cﬁrrﬂnte di 8,. Prendanm neIl*Sh, assuntu per un

.....

R TTTT T P T PR, e —— T

_____________________
[ [T — [T TEE P
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l“jg;"k+ l ;}uﬂtl mfhpemfﬂntr G, a“"} T _”} R ¥ Uik f“" &f‘”}
dovra essere il determinante
N VU U

O VA L
1 %0.

+* - ] L}

AR \
. |

Qiccome 27, 29 ..., #™ sono indipendenti in 8, In matrice delle. loro

$y Ofr. Carmras, L c., n, 44,

-
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coordinate sard % 0. Sia, per esempio, il determinanie
- L o

0 A1} k)
2 L. $0.

L] a *

aladP ..

Moiltiplicando i due determinanti per linee e indicando con ¥, 4P, ..., 9P
te coordinate in 8, dei k-1 punti smindieati di 8,, st trova

Y .

LTl R}
A AT

L 3 - L]

YO L
¢ quindi $0 la matrice delle coordinate dei k-+1 punti ¥, %", ., g™
#Questi punti sono adungue indipendenti anche in S,. I risultato si puo
manifestamente invertire, poiche, dall’essere diversi da zero il gsecondo
o terzo determinante, segue che & pure diverso da zere il primo, inoltre
. 3a conclusione, per il n. 3, si pud estendere ad un nUMero di punti di
W 8, minore di k1. Ne discende, che pit punti dipendenti di B, SON0
pure dipendenti in S . e viceversa. Adunque punti, in numero quakungue;, |
dipendenti (o indipendenti) in uno spagio subordinato sono-tali aviche in {11
8,, e reciprocamente.
5. . Dimostriamo ora un teorema, di cui & caso particolare la pm—:g\

prietd ben nota di geometria elementare: esiste upa retta ip un_piano

sa_ba con esso due punti comuni,

i R N R A e | L N

Consideriamo 1'S, subordinate di 8, definito dalle solite formole:

.:fl;,; . L £

{3} gy = WO W (§==0,1,..0,7) A B »a:}
e prendiamo in esse hA4-1 punti qualungue GO L8y, R L),

o, (N, 8N, Diremo ordinatamente ¢¥, %7, ..., 3% le coordinate

di gnesti punti in 8, . coordinate che si otiengono dalle formole prece-

donti ponendo per X, 1Y, .. % gli indicati valork Gli A1 pnnﬁ” iﬁ‘%u

discorso staccheranno dall’S, uno spazio subordinato 3, (I < ) dato, al

variare delle u'¥, dalle formole |

20 == gy b Py e YD (=0,1,.,7)

-
[

.......

-
"-'




*

o

FRETEPLTE Sprreea
A g

[CAF. Lo 1, 810} I " .
gvvero, sostituendo per le y. le loro espression), dalle
g =00+ L) Lt w0 L F A {i=0, 1,7

Queste eguaglianze mostrano che le coordinate x; dei punti di 5; si ot-
tengonoe dando nelle (3) alle 4%} W W seguentl valori:

1O e g - O .

3R e M + GO e ph,

Onde un certo numero di punti di uno sparzio subordinafo 5, determing
in S, uno spazio subordinato S, tutfo confenuto in Sy (o mmf.tdmte con
): anegi 3, & da dirsi anche spugm subordinato di Ei . R
Una prima conseguenza e ﬁhﬁ% k-1 punti, che si prendono ad in-
dividuare une 8pazio aubuydmatu S., possono essere k-1 suoi punti
indipendenti qualunque. |
Altra conseguenza importante & questa: — Due spazi subordinati di
i 8, 0 non hanno alcun punio comune, o hanno comunt tufti i punti di un
terﬁa spazio subordinato di ..~ Infatti se i due spazi subordinati hanno
comune-un S, e un punto non giacente in §;, o, come dicesi, esterno
ad $,, essi hahno necessariamente comune un Sy perché I-+1 punti

mdipﬁnﬁeun di §, e il dettopunto esterno costituiscono -2 punti in-

{ilpendenti (ﬁéﬁ" no, per il 0 7, dovrebbero tutti gli I-4-2 punti esistere

....................

tp el ee KRR ApR e "o s oy seem TN g TS TR TR S e

in 8;), 1 guali, stando neli‘ ano e nell'altro spazio subordinato, indivi-
duane un 8,41 che, per la preaedeute proposizione, sta pure in entrambi,
Che se questi avessero, oltre 3,,,, ancora un punto comune, si ripeterebbe
1o stesse ragionamento e cost di seguito, potendo al pit accadere che
si trovi infine uno dei due sphzi giacere per intero nell’ altro.

t} .- Consideriamo due. Spazi. sﬂboreimau 8,1 ed Sy :11 b cha ROR

.............................................

_______
....................

ﬁﬁﬁﬁﬁﬁ

'''''''''''''

| Prendi;ﬁnn in S, k+1 punti indipendenti 2, ..., 2% ein S, ¥ 41
punti indipendenti ¥“,..., ¢, T k+#+2 punti di 8, cosi ottenufl sono
certo indipendenti, perché altrimenti aussisterebberﬂ e relazioni

ot b M oy oy =0 (i=0,1,...,1),
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per valori non tutti nulli delle 5,0} ciod, non potende essere fe p o le
"5 separatamente nuile tutte, perché ne seguirebbe Ia dipendenza dei punti - E
¥®, ..., 4" ovvere dei panti 2%, ..., 27, dovrebbe essere

o 0 XY .. 4 it — {57 + .o +- autfi) (=0, 1,...,7,

onde i due spazi Sy, Su gvrebbero {almeno) un punto comune, contro Iipo-
. tesi. Allora questi L4+ K -+2 punti indipendenti individuano uno sPAzio
‘ subordinato 8,y che contiene Skﬂi_:f Sy Esso ¢ Punico spazio di dimen-
" siope k-L ¥ 41 che i contiene &4 % tontenuto in ogni altro spazio {di

dimensione. IMaggiare) nel quale essi glacqiano, perche ogni Spazio ¢he

ITRRETTRr . TR T T R P TR ot et T rag—i ot a TE A 3 e e R S

- contenga Sy , S, deve contenere i detti k& 42 punti. '“"..'

........... .
LM = HPRE LB e PR TEEH B A R LT T e P LR

TeTidrod e B R T A e et RS

nversamente, se 1o ﬁé'pﬁzin'di dimensione minima contenente due spazi
dati 8,, Su ha la dimensione k4% -1, ght spazi S, , 8, non hanno
alean punto comune. Altrimenti, aggiungendo ad un punto comune, k
punti di 3, e ¥ di Su in modo da formarne k-1 e ¥ 41 rispettivamente
indipendenti, si avrebbero k& 41 punti, esistenti al pitt in un Siqar,
nel quale dovrebbero giacere i due spazi dati, contro il supposto.

Cosi, presi -1 punti indipendent] di 5, e divisi in due gruppi di A
¢ di r—h-- 1 punti, si hanno due spazi 8, ed 8., {in&iﬁﬁ};ﬂiﬁﬁpﬂ:
tivamente dai due gruppi), che sono due spazi indipendenti. Per ogni °
8, , di 8, si hanno infiniti 8., da esso indipendenti.

11, ~ Per esprimere che une spazio 8, & lo spazio di dimensione
minima che conticne due spazi 4 , Sy {0 ﬁifi}, si diee che guesti appar-
tengono ad 8, ovveroche §, & i foro spagie d appartenensd Y o spasic
congiungente, e, per esprimere che uno spazio S, & lo spazio di dimen-

. sione massima cOmMUnNe a due spazi S, , S (0 pi), st dice che questi si ._
. tagliano 0 segano in 8;, ovvero che 8, ¢ # iﬂm_wia.d?.iﬁemﬂw,ﬂr o

bene si ha il teorema generale: — Se 'due spazt Sy , Su appartengono

ad un S, e § segano in wn S, si ha la relazione

kK =l4t.

La proprietd dimostrata nel n. 10 si pud considerare come caso parti-
colare di guesta se si convenga di dire che due spasi Sk » Sw hanno-un

e P

§.. comune, quando now hanno alcun punfo comune. Bi noti peoi che i

rasa;

¥} In generale spazio di apparienenza di un ente (o complesso di entd) & lo
spaxio (lineare} di dirsensions mipima che o contiene. .
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teorema & evidente se 8, giace totalmente in B,.., perché allora [==¥k
o t=k.

Esclusi i due cast ora considerati, prendiamo in S, une spazio S,
indipendente da 8, (n. 10). L'S,._;_, (8,, se I==k—1}, non avendo punti
comuni con S, non ne ha neppure con S,, {per essere 3, spazio d’inter-
sezione): quindi B,..... ed S, appartengone {n. 10) ad un Sypu, che
contiene anche S,, in quanto passa per i due spazi indipendenti 8, ., ,, 8,
che appartengono appunto ad S,; ed anzi S,,..; & lo spazio di dimen-
sione minima contenente 8, ed S,., perché & quello di dimensione minima
contenente S,_,., ed 8,.. Dunque f==k-+% -—1I: come volevasi dimo-~

. strare. (%]

.......
L

Ogni spazio contenente due spazi S., S. passa per il loro spazio
gungiungentg (perché, ripresa la considerazione di dianzi, deve contenere
8. .., ed S.). K poi evidente che ogni spazio comune a due spazi esiste
nel loro spazio & intersezione, - o

12. — Faremo ora alcune apphcazmm dells cose precedenti, d}ﬂ'}ﬂ-
strando varie proprietd che ci saranno utili in seguito.

Anzitutto estendiamo a pit spazi la nozione, gid data per due, di spasi
indipendenti. Tali si dicono m spasi By, Swr, ..o, St 8¢ agwart&ngm ad
wno spaLio Sures.  iaiiew_ (Onde deve essere E, + B A m - 1 =D ),
Cid equivale a dire che due qualunque S,.,8,, degh m spazi non hannu
punti comuni, ciod appartengono ad uno spazio Siywna; che questo ed
un ferzo spazio S.. non hapno pure punti comuni, ende essi e perd
{cfr. fine deol n. 11) 8., Si{* , 8.~ appartengono ad uno spazio Swpwngenie)
¢ cosl di seguito. Infaiti, se avvenisse, ad es., che S,y ed S aves-
sero un punto comune, invece di Suywrgawse 81 trovercbbe (n. 11) come
loro spazio congiungente Bn Suuwpeey ©, seguitando, si troversbbe che

_la dimensione dello spazio congiungente degli spazi dati sarebbe certa-
mente minore éi ¥ 4+ ...+ bm—1.

Fy

Se gli spazi S, S, ... S non sono indipendenti, ii loro ﬁpazm”*’%

congiungente ha la dimensmua <k 4B —i—— ‘o _§— e —§~ w1,

in gﬂnemla allo spazio B,. {a determinarli oecorrendo prendere E -k 42
punti, che in generale appartengono a questo spazio) e perd si segano
(n. 11} in uno spazio S,yw_,. Parimenti questo spazio e un terzo spazio
Suw, quando sia ¥ ~§~'k"-}—k”’ =27, si segano in generale in uno $pazio
8u+w+kmm2” ciod questﬁ é in g@ﬂﬁt&l& ln spazm d'intersezione dei tre

- " : Lo 'a-i"'. x_ei”. o ?él*
--J.'r- 'r" - -t ="-: ¥ i ¥ ;.-.:_’ R PR
[N ™ or E] ) H
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- gpazl S, Ser, S Seguitando, si conclude che m spasi S, Soe s cony Syt
__ 1 quando sig ¥ -+ + ...+ Fout o (g 130, hammo in-generale per spagio
BB P intersezione une Spazio Suprep 4oy -

Come si & detto, cid ¢ vero solo in generale, per posizioni mutue
speciali degli m spazi essendo manifesto 133}& pud crescere la dimensione

- . Sl e ot o B _"_,1:-:[ . w,, ;o ‘j .
delia loro intersezione. g e e B v At [

3 L .
 onpar 14— Consideriamo un numero qualungue di spazi Se,, Bty s Sagarers™,

Dico che uno spazio S,_;_, indipendente da S, taglia gli 8padi Ba, , Buys Dy yeue
in spasi (alcuni dei quali possono anche non esistere} apparfenenti ad
quindi} S, ed S«, appartengono ad 8,: anzi S, ed Sq,.; sONO
spazi indipendenti di S.,. Segue che, se gli spazi Sq ..., appartenes-
" gero, anzich® all'S,_,_, considerato, ad un suo spazie subordinate S,
{ad es.), questo 8., . ed 3, nén avéndo alcun jiinte cofime, apparter-
rebbero ad un 8., il quale, contenendo 8, ed B4 .., conterrebbe

aniche, eontro 1'ipotesi fatia, ogni spazio Sq, .

L'enunciato della propesizione suppone soitanto che S, sia spazio co-
wmune agli spazi Sq,, ciod il loro spazio d'intersezione o uno Spazio su-
bordinato i guesto. Cosicchd se quegli spazi si segane in un 8,, la pro-
posizione potrd applicarsi prendendo per spazio B, lo spazio 8, 0 uno
gualunque degli spazi & 0,1, ..., ¢—1 dimensioni in esso contenuti.
in particolare se A spazi g g . 8™ di egual dimensione a ap-

taglia quegli spaziin A pﬁﬁtn@he appartengono ad 8._,. Dunque deve
essere B >r-a+l, eseh=r-a+ 1l idettih punti sono indipendenti.
1 5.— Notiamo anche quest'altra proprietd. Se r+1 spazi g, S'?.,’E*';‘”;“..,;-_SE‘;**‘“
di egual dimensione a, st tagliano i #no spazio S,., ¢ appartengono ad
S, , 8i pud in infiniti modi scegliere v+ 1 punti, wio da ciaseuno &i quegli
spasi, cost che gli r-+1 punts appartengono ad S,.. In vero, se st sup-
ponesse di poter scegliere { > 1) punti indipendentl (esterni ad S, ;)
rispettivamente in & spazi 80,80, ..., S (ad es.), ma che ogni punto
significherebbe che questi spazi rimanenti sarebbero tutti contenuti nel-
P8, individaato dai detti 2 punti {cfr. n. 7). Il quale 8, ,, passando
_con-cid per 'S, ., conterrebbe anche SV, 8% ..., 80, e quindi tutti gl
%ﬁpﬂﬂ dati; il che, per l'ipotesi, non pud essere se non @& hwomyg-L,

.-

it

.'.s- )

_'\.' LI
ik
':-

¥

degli spazi rimanenti Qiven SIS fosse dipendente da guegli &, cid’

i

| {"appartenenti ad S, e che abbiano comune uno spazio 8, (a, »1220),

.
I

partenenti ad S, si tagliago in un S.,, un 8. .7 indipendente da 8.4, v % X

.........
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S _, .. Infatti 8,._,_, sega B, in un -*Sﬂ.;—!rh perché {(8,_i_: ed 8, e 2-/p5 4 ]
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16. — Nello spazio ordinarie si dimostra che piit rette, le quali a due
a due s incontrano, stanno in un piano o passano per un punto. In S,
sussigte la stessa proposizione, anzila seguente pilt generale, — P spadi
S 8» 88 @ di equal dimensione a, i quali 6 due a due st segano
in un S,.,, 0 3i segano tufti in un 3. o appartengono tutti ad un S, —
Infatti suppeniame che non tutti gli spazi delia serie data passino per
'S, , secondo cui si tagliano 8P, 89, e sia 37 uno spazm non passante
per quﬂste S,.... Allora i due 5, secondo cu¥ ’S{“a taﬂlla 84, 8% garanno
distmn ¢ quindi apparterranno ad 57 (giacche, se apparten&sﬂem ad wno, -
spazio ad a—1 dimensioni, coineiderebbero). Segue L‘,hﬂ 18”,H, af cui ¢ = %
%ﬂ“é‘% wﬁ"* e gppartengono, per I'ipotesi, BU', 87, contiene anche t ;f’; ed allora con-
e b3 "',% ; tiene pure ogai altro spazio S della serie, perché questo non pud segare
ﬂﬁ?ﬂ% Jf TTT gw s 89 nello stesso S,., e quindi sega due di essi almeno in due
3‘%" S distmti. La dimostrazione, come si vede, ¢ immediata generaiiz-
sazione di quella dello spazio ordinario. ﬁ
{7, - In 8, si ha che per un punto esterno a due rette sghembe passa
una ed una sola retts appoggiate ad essgl Questa proprietd si genera-
lizza nella seguente, che troveri applicazione nello studio delle omografie:
e 8 By, S4By, e, Syt sone m spasi indipendents (di dimensione
B 1 A1, o, A1) ed M un punto dello spazio a cwi questi
appartengono, ma esterne agli m spazi che si oftengono dai medesimi combi-
nandoli ad m—1 ad m—1, per M passa uno ed un solo sma 8.1 che
abbia un punto comune con ciascuno degli spasi dati — R S N 0

uuuuu

Infatti, per P'ipotesi, gli spazi dali app&rt&ngnﬂﬂ ad uno spazio
- By, @ m—1 di essi, ad es., Sy, ..y Sty , Syt ad un
Septnt _ pom..q (0. 12}, il quale, conginnto con M, che & esterno ad esso,

da uno spazio Sgyi__pem. Sicch® abbiamo m spazi’):

5 w3 i ;'h'.l.- ;
: Veidiie Sppin g =EM B ... B ity Spm—ti

) Sypie gy = M S ... Bpm B

L - - = * L - L k] L} a E ] L] [ ] +

!I; Sﬂ{ﬁﬂé“h{ﬂ T M Sh{ﬁ_; " aaa Sh{’“—i}ml Sh{mi'_l

_ﬁ 1§ I primo membro 4i ciasenna identitd designa-lo:spagio a cui apparten-
iii gono gli spazi dei secondo membro.
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dei quali determineremo Bintersezione, I primi due, contenendo tufti gl
m spazi dati, appartengono ad Sepiii g ® quindi Bi sefano m uno spazio

di dimensione LA - AL IR - B0 (YR ~ 1) = o AR S N LA P
Questo spazio contiene By g eeny Dplm—B_y 8 quindi col terzo degli apazi(4),
ne! uale stanno St , 8.1, , appartiene ancora & Syp 1t 1a lore

L

intersezione & quindi uno spazie di dimensiope YAY— BTTH — | AL
-1 LERT B (LAY — 1} == o (L pirm . i B G il
quale comtiene S0y, ... 8, om-#_,. Continnando si trova che Vinterse-
zione dei primi ms - 1 spazi{4) e uno gpazio Stz che contiene S,
g che sega | m *me spazio {4) in an 8 . Tale spazio S... ed S.m.,
hanno adungue un punte comune & BON pitl {cioé appartengono all’ Biitm—s):
altrimenti S,0_, e quell'm o spazio (nel quale giace S} avrebbero
pit di un punto comune, it che & assardo, appartenendo amendue al-
P Sypia_q. variande i1 modo di deduzione dello spazio d’ intersezione

8,y dagli spazi {4), si vede che esso {oltre a passare per M) ha un
:puﬁtn eomune anche con clascuno degli altri spasi Sy, ..., 8.
Si pud notare che gli m punti di appoggio di 8., cogli spazi dati sono
m punti indipendents. Giaeche, se determinasgero un 5, ., ad es., con-
giunto questo con Aoy | AP—1, ., A punti generici }) di
S, , Spmy e, Bptml rispettivamente, si traverebbe che questl spazi
apparterrebbero ad uno spazio al pitt di dimensione VY i bom— 2=
= ¥H"— 92, contro il supposio. |

Sjccome uno spazio 8, passante per M e appoggiato agli m spazi dati,
& nelle ipotesi fatte, intersezione degli spazi {(4), e d'altra parte questi
si ottengono congiungendo 'S, con quelli presiad m 1 ad m—1, ¢
¢hiaro che 1S, stesso & unico. Ma se il punto M 2'in { degli m spazi
a cul sppartengono S0, 8@, ..., 8ym_; combinati adm~1ad m—1
e non pegli m—I rimanenti, vi 8ono infiniti S,._, nelie condizioni dette

dal teorema. Precisamente M si trovi negli spazi Bepi.pime.1 1o

Sypiii 40,3 (che 81 ottengono sopprimendo, dai dati m spazi, sac-

[FEE

"t} Usn ente (o compiesso di enti) dicesi speciale rispetio ad una data que-
stione gquando soddisfa & certe condizioni pariicelari ehe risultano volta per volta

dallz data guestions, e generico nel caso contrario. Cosi, superiormente, pren-

dere AV —1 punti generici & S,m_, significa premdere & n__1 punti indipendenti
fra lore e dal punto in eui I'8 sl appoggia ail'S,u_,. K pol qualunque o
grbifrario un ente scelio COMRBRYNE; onde pud essere gemerice o gposiale. ...

.....
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gessivamente S,m ..., Sye—t+n ), eiod nel loro spazio d'intersezione
che ¢ quelio a cul appartengono Bee—v,, .., Sy, Sun,y; ed M non s
trovi in Sj‘_,h{f},_himml}mi e OTRO_pE_ Y Bypin pi_.1 ¢ quindl non
negli spazi che si ottengone combinando ad m ~{ 1 ad m ~{ -1 gli spazi
Sam1_, L vee, Sa_, , Sem_,. Allora ds M parte um secle spazio 8,._,.,
appoggiato & questi ultimi, il quale, congiunto con punti variabili presi
ordinatamente sa Sy, ..., Syme-140,, fornisce gli infiniti 8, richiesti.

18. — Proponiamoci di generalizzare il teorema del n. 11 al caso di
piit i due spazi; e, per chiarezza, trattiaino prima distintamente il caso
di 3 e 4 spazi. |

Sieno Sa, , Sa, s Sa, , tre spazi lineari e si indichino con 3q,, Say, « Sa,
{(di dimensioni a_, ¢, 4, ) rispettivamente le intersezioni di S, ed 3,
di 8,, ed 8,,, di Sq, ed 8,, e con 8,,, I"intersezioné di tutti tre gli spazi.
Supporremo a,, >~ 0 e quindi pure 6, -0 , 6,20 , a, >0. Due dei
tre spazi dati, ad es., S,,,8,,, appartengono, per il rieordato teoremas,
ad uno spazio Sg e, Qual'# I'intersezione di questo spazio com 5,7
Notisi che S, sega Sa, , Se, it Sa., Su,, di cui lo spazio congiungente @
manifestamente tn S jay-n: M2 10 spazio 4 intersezione di Seqpa,—a
con S, pud coincidere o soltanto comprendere tale spazio '), Be coin-
cide, ciod se supponiamo che lo spazic a cui_apparfengono le intersexioni
di Sa, con Sq , Sa, sia guello nel quale S, taglia lo spasio congiungente

B, , Ba,, il che, per brevitd, denoteremo dicendo che B4, & in posistone

regolare rispetto ad S, , S, allora Sgpe. o, €d Se o8sia 1 tre spazi
Sa; . B4, , Se, appartengono allo spazio di dimensione

{5) ﬂt“f*ﬂ*!‘“"ﬂm‘i'_ﬂﬂ"“{ﬂm‘f‘ﬂ'ﬂ“ﬂm}mﬂl‘f‘ﬂﬂ‘!‘ﬂu“ﬂ:i'ﬂla“ﬂm‘i"ﬂlﬁ:“*

Se quell'ipotesi non si verifica, il ragionamento mostra che questo nu-
mero & & certo maggiore di detta dimensione. Ne consegue che se B,
& in posizione regolare rispetto ad S, , S, , anche 5, lo & rispetto ad
Bz, + Bay, od B, rispetto ad S, , Sa,-

Passianmo al caso di gquattro spazt S, , S, Sa,, Se,, dicendo, come
dianzi, Sa,, S« ,..- I¢ intersezioni degli spazi a due a due, Say,, Sag,se
guelle degli spazi a tre a tre ad S,,, I'intersezione di tutti quatire gl
spazi, e supponendo a_ .~ 0 e quindi anche >0 ciascuna delle altre

P

| ) Ad es., se sl hanno in B, tre 8., per un 8,5, uno di essi sega ghi altri -
- s% due in questo S,.p, mentre sega 1'5, | & cui i due appartengono, in B8 8iesso,

oLy
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?r dimensioni dy, @m . ere s Trza s iy oo Per applicare il rigultato precedente
Coa tre dioesst, S See Dago si dovrd supporre {ad ps.) che Sq, sia 1w po-
sizione regolare rispetts ad Su, , By, €d nliora quei tre spazl appartengono
ad uno spazio 5, di ~ui 1a dimensione a e espressa dalla (b} Cerchiamo
I intersezione &1 Sqcon Se- A tal fine notisi che S., segd Srey s Seay + Dty
in S, Sa, » Sa, & che si potrd esprimere con precisione, applicando la
{5}, }a dimensione dei 1oro spazio congiungente se si suppone che uno di

essi, S, ., sia in posizione regolare rispetto agli altri due S, s Suge ')y DEL

LF o)

qual caso detia Jimensione sara
24 —E‘ AEF ”'Ei_ flyy o Whyza =7 flygg — Ham ‘“t|_ € o

ma, di anovo, io spazio cul appartengono S » Desge 1 ety potri coincidere
con quelle d'intersezione di 8, con B, o soltanto esservi contenato. e
supponiamo che coincida, it che esprimeremo, come avanti, dicendo che Se,
& in posizione regolare rispetto ad Sa,, Day Y., € se insieme sngsistono le
altre ipotesi, 1o spazio a cul appartengono 8 ed 3, ciog S[,‘,SM,SH.H,SM

ha 1a dimensione

@y + g = G — H ™ oyt Uy Ty — (it bty b Oy — By — 3~ Qana t rans) =

=, iy By b G e (g — Chyg = g ™ Fas — Tt L yon b pgg - Byas T Tass — G -

~Appare dalla dimostrazione ¢ da esempi %) ehe non 8 pud asserire, come
‘el case di tre spagl, che, mancando le suddette ipotesi, questo numero
‘sia sempre maggiore deila cercata dimensione.
19. — 1 ecasi considerats condacone a porre in generale la nozione di
posizigne regolare di uno spazio S, rispeito a pifl altrl 8¢, By, in-

tendendo con cid che 1o spazio al quale appariengono le intersezioni di -

S, eonS,,3,,..8 Pintersezione di 3, rolle spazie congiungente S, , PR
gt-ha allora il teorema generale:

—

) Tale ipotesi non & conseguenza di gqueila che precede e dell’ altra che
segne. Ad es., in 8, guatiro §,_; passanti per un 9.y, di eni tre noxn passino
per un S,.2, soddisfano 2 gueste due ipotesi; mentre dei tre 8. & interse-
zipne di un §,_; cogh altrl tre uNO jualungue non & in posizione regolare cogli
altri due {cfr. nota a pag. 14). ‘

%) Prendasi gquello della nota precedente: ove farento, per semplicity, r==3. Si
.%ﬂ @y e @y =m e 2 'Iu%ﬂmmm*“—_'l y Hygg™ Fpeg ™= o7 O, gy =001 espres-
Sione frovata, posti questi valorl, da & . 6-=2 {non 3 almeno).

———
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s ? Bﬂfl h spagi Ba, , Say s v.v , Sa, ¢ indicati con Se, ,Sa . oy, Sesini,
gli spazi & intersesione di essi, o due a due, a tre a tre, ad A—1 ad
h—1, ¢ con Ba, , lo spmzia d infersegione di tulti g;li % spmﬁ, e sup-

In dammqmaw a dello syzfsm conginngente i dat: spazi ¢ data dalln fﬁrmnfﬂ
(6) a= Xa;, — Xay+ ¥ i, = e { - Y @iy, A= D a0

ove le sommatorie (relative agli indici i} sono estese rispettivamente ¢ tutte
fe combinazioni, ad uno ad une, ¢ due a due, ..., ad h~1 ad h-1 dei
numeri 1,2 ,...,h, se si verificano le h— 2 ipolesi seguenti:

1.* Gli spazi Sa,, Sa, ..., Ba, {ad e8.) sono ordinafamente in posizione

regolare rispetto ad Se , Su, 3 Sa,, Say, Ba, e 184, , Sy s e s Se, 3
2.2 Geli spazi Sa,,, Suy g, By, (ad es.) sono ordinatamente in posi-
zione reqolare rispetlo ad S, | 8., ; Sﬁm s Sy 1 Datg 3 oo s By, < PR Sw, o 04

= » = = * * E | | a & - - - - a * 4 L] ] L) n - * - 2

{h — 3)esims, (li spasi 8, y Sa,, , tad es.) sono ordinatamente in
posizione regolare rispetio ad 8, , N T 3%___.}* :

Sa
(B~ 2yesms . Lo spazio B,, , (ad es.) ¢ in pesizione regolave vispetio

[ TR R §

N (W I .. .h- I

ad 3“14 A S“H..,n‘
. Siceome 1) teorema fu dimostrato fino ad & = 4, bastera ammetterio per
? h—1 spazi e dimostrarlo per A Prendansi gli A-1 spazi 8, , 84, ,..., Sa, !

il loro spazio congiungente, per il caso ammesso di & — 1 spazi, valevole
in grazia delle prime & -3 ipotesi {(abbandonando in eiascuna ultima

? condizione), ha la dimensione

%

i .

El'l'-sf a—r ﬂ‘ |

{7} ;ﬂ* “““"Z“ '1*2,*53 “-'-+{“‘1}h izﬂ'ggr..; H- 1Py p,
ﬁ oo L !

ove ¥ indica che le combinazioni si estendono solo al numeri 1,2,....h - 1.

i
- Ora 1o Ep&zig} Sﬂh'ﬂﬂg& quﬂgﬂ -1 EFHZ'L. in S‘a

Bagy s ree s Bay 0 €
questi, pure per il caso ammesso di & -1 spazi, valevole in grazia delle |
ultime A -3 ipotesi, appartengono ad uno gpazio di dimensione

Y. 3 o -
{8} %ﬂi‘h - Eﬂﬁfﬂh +h2_fiﬂl71iuiaﬁ — e {ml}h_a gﬁfﬁiﬂ-.-i‘m!h 2 S0 § el

Ma tale spazio, per P'ultima condizione delia 1.* ipotesi, & guello d'in-
tersezione di S,, collo spazio cengiungente 8, ,8, ,.., Be, ,: dunque

th '
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1a dimensione dello spazio a cui appartengono Se, . S, s o, B, 81 ottiene
agpiungendo 4, all’ espressione (7} e sottraendone la {8), il che da ap-
punto la (6).

20. — Ma ora si pud ottenere una importante estensione del teorema
nrecedente, togliendo la restrizione @w. , >0, angi supponendo che man-
chino in qualungue modo gli spazi d'intersezione. Qccorre per ¢i0 esten-
dere la definizione i posizione regolave di uno spazio 8, rispetto a pitt
altri 8,8, ..., che fu data ael n. 19, nel sapposto (sottinteso) che esi-
stessero tutte e intersezioni di §, eon B, '8, ,...8i dirh adunque S
in posizione regolare ri-spé,#ﬂ ad 8, .8, , .., quando lo spazio congiungente
gli spazi 4 intersezions, che esistono, di S, con S, 8, ., ¢ I infersezione
& 8, collo spazio congiungente S, , S, , ... Nella qual definizione si com-
prende anche il caso che 5., %, .8, , .., manchino. Se manca 8., 0 man-
cano tutti gli Epﬂ.ﬂdﬂi .8, , ... {0 le due cose insieme), manca, ossia & S,
lo spazio congiungenie le intersezioni di 5, con B, g, ..., & manca al-
tr@ﬁi,'“'ﬂsﬂia & pure S.,, lo spazio d'intersezione di S, collo spazio congiun-
gente §,,8,,...: onde allora la condigione suddetia ¢ soddisfatta per se.
8o esiste 8, e mancane solo alcuni degli spazl 5,.8,,.., per la defini-
zione si dovranno abbandenare di questi gli spazi mancanit e verificare
la posizione regolare di S, rispetto & rimanenti.

Le h-—2 ipotesi del teorema del n. 19 acquistanc allora significato
preciso in ogni caso. Ad es., se MARCA Sa,, € quindi maneano 8, .y Say,
la prima condizione di ciascuna delle ipotesi 2.2, 3.*, .., {(h — B)esims g
la (b~ 2)eston ipotesi sono soddisfatte per sé. La stessa cosa avviene $o

manca S, (ad es) e quindi Maneano S, s« Sa,, ,» Der P'osservazione
ovvia che uno spazio & sempre in posizione regolare con un altro spasio.
Cosi se manea 8, e quindl mancano Bapyr <+ Sy, s basta per la se-
conda condizione della 2.» ipotesi verificare la posizione régolare & Se
rispetto ad S, , Se,,. @ analogamente per le seconde condizioni delie altre
ipotesi fino alla {(A—2)™"*; ece., ece..

Cid ritenuto, i teorema del n. 19 i wero senza la restrizione dellesi-
stemea degli spadi d infersezione; ciot Lo formola (6), quande sussistano
le h—2 ipofesi ivi indicate, dic in ogne caso Ia dimensione dello spasio
congiungente gli spazi Sa, , Say s Sa, » intendendo di porre — 1 per la
dimensione di ogni spazio d' infersezione mancante. Infatti, preso un punto
0 fuori dello spazio 8,, al quale appartengono Sg,, Sa,, v\ Sa, o si
congiunga con guesti spazi e con tutti i loro spazi d’intersezione, o, come
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gi dice ), 81 proieffine da O gli spazi stessi; e 8i chiami S’ﬂ;ii lo spazio
proiettante Smil cioe lo spazio O Bﬂi_t P e o spazio © Suiﬁﬂ ; S i,

spazio O Ba;, 5 ece. Manifestamente si hapno le relazioni

lo

f r I
ﬂi.'lmﬂi‘l\-.l‘_}‘ ¥ ﬂi‘;ﬁlmmlt‘j‘%‘l ¥ ﬂ'igigﬁ:ﬂilﬁiﬂu}*l 1 +rxan &

anche se goalche spazio d’intersezione manca, purché s'intenda che al-

lora il suo spazio proiettante si riduce al solo punto O {ossia & di dimen-

sione zers) e si convenga di porre — 1 per la dimensione di ogni spazio®
mancante. Notisi pei che, essendo O esterno ad 8,, lo spazio S“ﬁig...i,
4’ intersezione di 5 spazi Sa,, Sep, - Sa, , & proiettato da O nello spazio
&’ intersezione degli spazi projettanti Sy, , 8w, , ... , 8w, , perché ogni rag-
gio per () comune 3 questi giace nell'S, ., =208, e incontra quindi 3,
in un punto che deve essere comune ad S, Sq,, .., 8y, , € viceversa: il
che sta anche se S, . manca, riducendosi allora ad O I'intersezione
di 8'uy , 8’y -, 8w, ed essendo pure O lo spazio Sy, . Inolire ogni

spazio congiungente spazi esistenti in S, & proiettate da O nello spazio
congiungente gii spazi che li proiettane da O; anche se aleuni di quegh
spazi mancano. Se mancano ad es.: 8, , 5., lo spazio congiungente
B s Buy » Say s Sa, ¢ quello congiungente 8, , 8, ; gli spazi proiettanti
son0 S'y, =0, 8, =0, 8, =08, , Ya,=08,, ed il loro spazio
congiungente & guello conginngente 08,,, 08, e quindi la proiezione

PR di quello a eni appartengono S, , Ba,: CC
| Ne consegue che le A—2 ipotesi ammensse per gli spazi S, , 8g,, ..., Sq,
si tragportano agli spazi&'y, ,Su, ..., 8w, , perehe a propriets che esprime
la posizione regolare si mantiene nefla proiezione fatta da O (esterno ad
L S,), gli spazi‘intersezioni e congiungenti proiettandosi in spazi di eguale
natura. Ma per gli spazi S'», , 8a,,..., 84, sta inolire la condizione

’

@i, >0, quegli spazi avendo almeno comune il punto O; siceheé, ap-

plicando il teorema del n. 19, si avra

#*

®

atl = (g +1) - D (ie+l) +ot It AT RN S DENCS Sl PRES )

1y Cfr. u.'8. Cap. 2=
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ossia |
at+l= Eﬂg e Em;l{, 4~ 1};;.“22{1{1;&”%&1 A+~ 1Y, 0+

h h
+[""'(2‘)+(3)””']‘
Di qui, ricordande che, per lo sviluppo di {(1—1)*, 1a quantitd fra le
parentesi quadre & =1, si ricava la (6), nella quale, per cid che fa os-

: » . I L] ) F 3
servato sopra, si deve porre — 1 per la dimensione di egni spazio d'inter-
sezione mancante. L'asserto & adunque dimostrato.

o e J%_

M.\%Amwmwrmuanauwmmv-. L




CAPITOLO 2.

Lo apazio I, e le sue relazioni coll’S,.

% 1, — Siene 2, 2V, ..., #"Y » punti indipendenti &i 8. e consideriamo
" Tiperpiano da essi determinato. Se x & un suo punto qualungue, Ie sue
coordinate saranno legate a guelle degli » punti dati da formule del tipo
(n. 5, Cap. 1.°), |

p @ == NP 4 N L KN (=0, 1, e, 1)

¢ essendo un fattore di proporzionalita (mon nullo}: cioe
02— MO e NV e NN V=0 (5220, 1, 0, 7).

Quindi deve essere
PN SERE"
& ﬂr&lﬁ} ib‘t” P a;‘;‘*—ii R LR

L4 * ] - * L3 L

i L S

e

Ll

o R T A TR NS T L Tl M S DN TR s LA AR I S e L R R R T R e L eyl

Reciprocamente, un punto z soddisfi colle sue coordinate a quesia
equazione: dovrd sussistere il sistema delle »+1 equazioni precedenti per
valori non tutti nulli delle 4, A7, anzi per un valore non nullo di p essendo
i punti %, %, ..., 2" indipendenti; e perd il punto x esiste nell’iper-

_‘piano di questi » punti, Dungne ia precedente equazione, che possiamo
Eﬂﬁ‘ﬁ:ﬂrﬁ nella forma '

| a»iﬂa-"}"élﬂfi “t- ‘as + £, %, #U_,

¢ esprime la condizione necessaria e sufficiente cui devone soddisfare le

.
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coordinate di un Iﬂtﬂtﬁ- dell’ 8, perche esso egista nell'iperpianc consi-

derato. I coefficienti &,8,..., &, essendo i complementi algebrici di

Xy, #: e, X, Del superiore determinante, sono finiti ¢ nNon poSSONO eS8Ers

tutti nulli, altrimenti gli » punti &%, 2%, .., #"-" non sarebbero mdipen-
denti. |

w Viceversa, se consideriamo. un'equazione qualonque lineare omogenes

nelie coordinate correnti oy, #1, ., &y

f"" &%+£15;+*'--+£r.mr#ﬂ

ALV N

B chiaro che gli- oo™ punti, che con le %%rﬂ' eoordinate soddisfano a guesta

gquazione, costituiscono un iperpiano’’Per ci0 basta osservare che, se o,
per es., & diverso da zero, tutti questi punti possono ottenersi pren-
dendo 29 ,%,,...,%, Erbitrariamente poi determinandc #, dall’' egua-
glianza

mﬂm""f%m:‘"—.%% -n"_g“;:-"mr;

3H%§sﬁzﬁndé la }f;rn totalith coitleide con queila dei punti dell ipérpiano deter-

| _ ;
. gione lineare omogencd nelle . coordinaie correnit di punio, e viceversa —. i

. minato dagli » punti indipendenti. n- T T
: . il U et s 34 :
'ﬁ _ % | {f’ . E:_’I'
T Ty o e e - v . El 1\ R o -
Lo “‘?%”R@ ‘jjhﬁ@% - (”a,l,(},“,l{) PooEo
| St g-} @ . .I‘ E::ﬁ, ) - %
o _ & """""'}50;21“*10 | .
| ¢
Ty o A4 6 / |
* i { L + 1 " - - - I I:‘.:@‘ M '\c.;-'-..-.}-sg_: i ..'2' i A
~ S T
: ﬁ% e ;ik’z ;;fv ""_E 1.0, 1-;;.1 -

Siceha, adoperando il linguaggio della gﬂt;metria analitica ordinaria, pos-
siamo dire che:— Ogni iperpiosno dell’ S, & rappresentato da wnw ey

A

s

# 2.~ Poiché ad individuare un iperpiano di S, basta dare (a meno,

_Ban inteso, di un fattore di proporzionalita) i coefficienti della sua equa- -

zione

{}.} ' Eg.-ﬁg"i‘“&i-’l:t '"}"_u.'“'i"‘ef-ﬂ.:?-':*{}f

e .81, ... 1 5, potranno molto nppnrtunfimente essere considerate come
coordinate omogenee degli iperpiani: guindi la totalita degli iperpiani di
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un S, & ancora (giusta la nostra definizione) uno spazio lineare ad. r
dimensioni e per essa possons ripetersi tutte le considerazioni fatte per
I'S,. Tale totalitd la indicheremo nel seguito costantemente con X, e,
in grazia di ¢id che ora si & osservato, non ci fermeremo affatto a dichia-
rare che cosa s'intenda per iperpiani indipendenti, per spazi 1, subor-
dinati di X, {fra i quali ¥, & un iperpianc); ece., ece..

La {1} d& Ia condizione necessaria ¢ sufficiente perche I'iperpiano
di coordinate &, , 8, ..., £ passi per il punto di coordinate x,, %, ..., 2,;
ossia esprime la cosidetta condizione d’incidenza: quindi essa pud con-
giderarsi o come !’equazione d¥ un iperpiano §, ed allora le 2, saranne
coordinate correnti di punto, o come P'equazione di un punto z, ed allora
le §, saranno ecoordinate correnti d’'iperpiano,

La dipendenza o indipendenza di punti (iperpiani) si pud ora’ espri-
mere coll'uso delle loro equazioni. Steno_dati k+1 punti 29, 2%, .., #Y:
ie loro equazioni (in coordinate d’iperpiani) sono

Gt Bl ) = O
g bl AL, b, = O

Iy 'y n - & L] L u + - E ]

gAY b g =0,

Allora, come segue subito dalle {1) del Cap. 1.°, i punti sono dipendenti o
indipendenti secondoch?® esistono o non esistono valori 2, A7, ™, non
tutti nulli, pei quali moltiplicando ordinatamente le equazioni precedenti
e sommando 8i ottenga una identitd {nelle £;), ciod secondochd le sud-
dette equazioni sono lmﬂarmentﬂ dipendenti 0 no. Analoga considera-
zione per gli iperpiani.’ ’]’?}

8. — Occorre, per il seguito, che facciamo qui una breve dlgressmna
acconnando alla nozione ed alle cose fondamentali del rapporto anarmonico,
in relazione al modo, nel quale fu introdotto il concetto &’ iperspazio,

Rapporte anarmonico o hivapporto di quattro numeri, presi in un certo
ordine, ossia di quattre valeri A, by, kg, b, assunti successivamente da

un parametro A variabile, & il numero

LMk Ry
SR VS W v vk

¢ si indica con {k; o kg hy). Manifestamente i ha che il rapporte anar-
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. A : _ :
monice {0 kgh,) == j‘“' Dato il valore di un rapporto anarmonico e tre
4

dei suoi elementi (in un certo ordine) il quarto ¢ individuato.

Palla definizione data segue subite che il rapporto &NArMONICO ROn
muta scambiando due dei quattro numeri ed anche i due rimanenti; e
'8i muta invece nel suo inverso scambiando soltanto i due primi o 1
due ultimi. Tenendo poi conto deila 1dentita {fra quattro numeri)

he—hy Ay 1
dy—h Ay L|==0 A
hy =y Ay 11

clod .
(= ha) (g = R + Ga = Ra) Py =2 + Qg — 1) B =M} =0,

8 trova pure che un rapporto aparmonico, seambiando i due medi o i due
estremi, si muta nel rapporto anarmonice comjplementare (guello che

aggiunto ad esso da Ponitd). g,:

Ne discende facilmente che i 24 rapporti anarmonici che st POSSONO
formare con quattro numeri si riducono a se soli generalmente distinti, %

espressi cosi (in funzione di uno p di essi): ¢, :1 ,1-n o %:, %i E_i 5 s ; 1,% W
Imponendo Ia condizione che due di gnesti sei rapporti anarmonicl
sieno eguali si trovano tre soli casi possibili:
11 24 rapporti anarmonici si riducono a tre soli distinti aventi 1
'« . valori 0,1, . Allora due dei quatire numers ks, hay by he debbono. es-
" sere eguali: precisamente se =g 0 hg=heSihap=1,80ka=h 0 da=M
st ha p=0, se h=h 0 h=ha S ha = ®; ¢ reciprocamente.
" 9@ 1 24 rapporti anarmonici si ridacono a tre soli distinti aventi 3

valori ~-1,2, %« . Guando {1, ks My h) = — 1, stadice cké i quattiro nwmeri for-

mano wn gruppo armonico, Allora pssi si dividone in due coppie i,
)s, by, cos) che scambiando le due coppie el due numeri di ciascuna coppia
3. ottengono le altre seilo disposizioni dei gquattro numeri, nelle quali
“si ha pure gruppo armonico. I numeri &, )e, € parimenti Xq, A, 80RO detti
coniugati. Se (0 © ks by e — ], dEVE €886TS Ay == — k. Se in un grappo
armonico due numeri coincidono, un terzo cade in essi od 1] quarte & inde-
~ terminato, °
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3.* 1 24 rapporti anarmonici si riducono & due soli distinti aventi per

valori le due radici cobiche imaginarie dell'unita negativa ({:if}é 23 v

in tal caso si dice che i quattro numeri, necessariamente non tutti reali,

- formano gruppo equianurmﬂmm, qualunque sia la }nrﬂ {ilspﬂsmmne {cioe il

.......................

‘radici). Dati tre numeri (in un certo ordine) esistono due numeri, cia-

geuno dei guali. forma con quelll gruppo equianarmonico.

ottt
R T B

Facendo sul parametro » una trasformazione lineare ¥ e

(ad - be + 0), si verifica con facilitd Y} che il rapporto ananﬂqnim di
quattro numeri ¢ eguale a quello del quattro nuiperi trasformati: vale
a dire il rapporto anarmonice ¢ invariante per frasformazioni lineari.

Be kel ra;ipﬂrtu delle due coordinate di uin punto variabile di un
5; o di un iperpiano variabile di un Y,, si dice vrapporto aparmonico &
quattro punti di 8,0 di quattre iperpiani di X il rapporio anarmonico
dei gquattro valori di X che ad essi corrispondono. E unp numero jndi- -
pendente dagli elementi di riferimento dell’S, o del ¥,, giacché la va-
riazione di guesti produce su h una trasformazione lineare.

in generale, se glielementt di una totaiita algebrica o ﬂurrrﬂpﬂndnnﬂ
hmﬂwm:amente e algebricamente ai valort di un parametro 9), dicesi
rappurtﬂ anarmonico i quatiro elementi della totahta quello dei quattro
valori corrispondenti del parametro (definizione determinata, perch® due
- tah parﬂ.metri relativi aliﬂ stesss tntahta saranno legati da una relazmnﬁ
hxhneare} | |
4 4. — Ritornando alle relazioni fra lo spazie S, e lo spazio Y., osser-
viamo che Ia piramide fondamentale 2,2, ... 2, di L, @ Ia stessa AcAi.A,

di 8,. Precisamente i‘l;}erpmnﬁ #;, che ha cioé la sola &; diversa da ?E!‘ﬂ,

‘ha }’equaﬁmna 2z ==0, la quale, essendo soddisfatta dalle coordinate dei’

punti Ao, AL AL, AR, .. A, & Pequazione dell'iperpiano deter-

m;nat& da {;uestl punti: onde o, ¢ I Jperpmnu fondamentale opposto
w':-fr:- ’y{”‘wﬁ e p H‘ %__I:-L-.IJ'% LEA -'-:.

1y Ad oq. si qﬂﬂtituismnn atla detin, traqfﬂrmazmnﬁ linﬁare la tr&ﬁfﬂ]‘ﬂlﬂﬂlﬂnl
aiamantari

KNemh-fat , Ne=nk 3_-}_‘:;%

colle quali quella pud sempre comporsi.

B Tﬂtﬁhtﬁ m* raamnnle Gfr n. 17, Cap, ‘?ﬂ

et et Lkl
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fay ¢
ad A,. Quanto all'iperpiano unita % che ha tutte le &, eguali e quindi
Pequazione @, + & + ...+ 4= 0, esso ¢ in semplice relazione col punto
anita U di equazione & -+ & -1 o+ &, ==0. Infatti, preso un 8, ., fon- : iy . oy
damentale, ad es. A, Ay ... A, ed il fascio gy~ ==0 degli 8, chelo - Siwide R,
5 ha per sostegno ), i quattro §. _, del fascio che passano per %E’ A, g Kt E R |
.~ eper il punto in cui # sega A, A, sono dati dai valori 0, ,~1,-+1del a0, ¥

......

‘%é . parametro k. 11 lord rapporto anarmonico & = — 1 ¢ guindi quei quattro
iperpiani; nel faseio % 4 ha,==0, formano gruppo armonico. Analoga
considerazione si potrebbe fare scambiando | punti A; cogli iperpiani a;.

81 trova cosi 1* estensione della proprietd nota in 8, ed S, e per la quale

%ﬁl dice che 1 & Viperpiano armonico di U (ed U polo armonice di w) ri-

Lspetto alla piramide fondamentale. -

~ Osserveremo qui pure che ai rapporti delle coordinate 27, 20, ..., % di

un punto 2™ 4i 3, (e snalogamente ai rapporti delie coordinate £0,87 .87

di un iperpiano £® di %) st pud dare il significato & rapporii anarmo- L,

nici. Infatti, se si considera {ad es.) il fascio suddetto #y —— hty==0, che S

ha per sostegno '8, , fondamentale A, As.. A, ©8 congiunge’ questo Vg ’{%x ..

§ . con Ay, Ay, U,2" 51 hanne quattro iperpiani del fascio, rappresen- o

tati dalle eguazioni ;1:15:{) , Bg= 0, Ty — B = 0, pad - zyad =0. 1l loro ?

A CURE USRS B ﬁ&
% ! ¥ SR L LI

2

e —- T BCL.
il f

i

L

te o SR P _
%’ -W.ﬁ {Li-l.rklh;" -: - » “ ok " LY b ] » e
1% b, — Un ¥, o fascie d’iperpiant € Ia totalitd degli iperpiani di coor-

dinate WO E 4D ([E=0,1, .., 7], pssendo £9 . 20 due iperpiani_ingi-

rapporto &Rarmonicod ¢

i

LT
i

e i

et

: '{,ﬁ;i; pendenti (elos distinti) del X, e guindi © 1a totalita degli iperpiani dati
“ 7 dall'equazione "
(2) ’ WIEL 2y + Wz, =0

i’ . gi.ié-’c"?'?" A

< al variare di X™,d Ora §o 8N esslfq;;fiﬂ_dya}ﬁiwl distipti, e quindi ap-
partenenti ad 5, si segann in un BT{? , ﬁér‘ﬂif quale passa martifestamente
ogmi S,y rappresentato daila (2 ® Viceversa, ogni 5, , per 'S, 8f ot~
tiene dalla (2), perche e individuato da un punio (fuori dell'S...;); @
basta porre le coordinate di questo punto nelia (2), per trovare valori {non
tutti due nufli) delle 1,17, che sostituiti nella stessa (2) dinno 'equa-
zione del dato 8., (non la repdono identica, altrimenti §0 g coincide-

rebhero}. Adungue wun %, & la totalita degli iperpiani passanti per un 3
Lr%**r{mfil "E %hn.ﬁb ?_#* : - S

}_.-“‘i.?aﬁ.f-.-'!...': Y .5:5_:"-3‘%_ M '3' .
% B ‘

I"'-E"

TN

-r——

t) §i anticipa qui-una facile nozione,
' g

) r |"'" e 5

. L - - !-.h'i'-\-:l:.::.\:'."E .-{\.':.'-';'- . i.-'lh'c' ?g . 'I;-\-:- - 'ﬁh‘ r
i, g i E» . & . . A
sy LE . GO e T O -: X
: L .

di oni si dira nel n.° seguente.
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bt whe ie-_daii* 5,.5; onde il punto stesse 3arehbp .comune ai auddﬂtti E:+1 Syt

: ' giomi che 'passano per un S, o suole chiamare ordinariamente una .

HOAR. 2.0 . 5§ — B _

.. —_—

di un .lh g:am:he per un S,._,g 8i possono condurre due iperpiani indi-
pendenti ed i1 ¥, da questi individuato & appunto, per la precedente con-
siderazione, {;ueltﬂ che ha quell'S,_, per base. %,
% In generalel un X, ¢ la totalita degli iperpiani che passano per un 8,_,_,,
detto sostegne o base del X,: e viceversa, ogni S,_._; ¢ base di un ¥,.
. La proposizione diretta si dimostrera per induzione, cioé si ammetters vera
¢ per un Y, , e si dimostrerd per un Y., avendola gid provata per k=1..¢-5
Un X, ¢ la totalitd degli iperpiani di coordinate M &P 4 0WE0 1 | 4 &0
(i=0,1,..,k%), essendo &, &% ..., &% k+1 iperpiani indipendenti, cioe
¢ la totalita degli iperpiani dati dalla equazione

{3) W E gy 4 X, -, - LN, e
. W
al variare di &%,3% .. W Ora ghi iperpiani &, 89, ., 81 ad es.,

, ﬁ individuanﬂ un L, , che, per ipotesi, ha per sostegno un S,_ : per questo

P
B .
..... R

' non pud pasaar? &4 che non fa parte del X, ;: onde SHE e g appar-"
tengﬁnﬂ ad 8, & perd si sﬂganﬂ in un S,_H Qﬂﬂﬁt{} SM.,_;, inters

[EELE T}

ad mdmduarﬁ} 8i possono fissare & punti {&stﬂrm aEl*S,,_kmx} e mosii-
tnendo le coordinate di questi punti nella (3) si Wanno % equazioni che
danno valori, non tutti nulli, delle ¥ 3% . 3™ | quali, posti nella
stessz (3), formiscono Pequazione del considerato iperpiano (non la ren-

,  dono I{iEHEILa alirimenti i pmm g™ &M, ..., 8™ non sarebbero indi-
pendenti}. : ‘a  emibell g % |

Che poi ogni Sf_.h_i gia base d: un I, segue da cid che per esse si -

possono far passare (in infiniti modi) 2+ 1 iperpiani indipendenti. In vero, .
preso uno spazio 8, indipendente dall’S._;_; ed in esso %41 iperpiani
(8.} indipendenti, gh 1perpmm di 8, ,Ghﬂ passano per qnes 1 e per
I'S,_,_, sono pure indipendenti, pbrﬁhe,"'&se ﬁi}p&%{éﬁssarﬂ ad -s-ur.-.,.lur§ K
¢iot pasaasserc per un \Sf; a:il'"'l:n'aI:enem;ﬂr necessariamente 1’ E'},-....nmn do-

vrebbero passare tutti per quel punto di 8,, in cui guesto & incontrato

| M A A I T L ,.-tf?‘“’ﬁw.!::.; s
indipendenti di ﬁk, il che & assurdo. K f, , <f e st B O
MMW .

TR _“"-""'““"““'""“i‘_v

6. — La totalitd degli spazi ad rwk r—k-{-l N ﬂﬂllEIl*

. H : LT . . b o : 5 '
a'-..ia-'{ bR ey aboehm AT 'fix“ e S
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stella od S._,, il suc centrg o asse. Kssa & da.considerare come undg -

H

i

. . i i o . . :,J::xii. AR S L Ry T ;e -
spazio a b dimenslonl, ghi 8%, ¢ gh b S d@i a stella gaﬂ%’ﬁdﬂ ﬁ‘i ess0
spazio gli iperpiant ed i punti {ovvero i punti e gli iperpiani), ed in gene-

AT LR L

rale ghi 8,_.y della stella gli' S, di detto spazio a I dimensioni (ovvero - . . . .
ali 54+ %), Di che la ragione appare direftamente, OVVOTO osservaede 0

che gli 8, .4 deila stella segano SOpra un 8, , indipendente dall'S, ..y,
i suoi S.. Le coordinate nella stella si hanno dalla rappresentazione ana-
hitica dei suoi iperpiani, od anche prendendo le coordinate nel detto B _
Per indicare una stella avente 3, .., per centro si suol dire le stella |
Byt |
$i pud anzi estendere la denominazione di stella di 3., chiamando
cosi ogni stella Sy_,., di un S contenuto in 8. ciot costituita dalia
totalit degli spazi lineari di S, passanti per un suo spazio Su_a-a-
Uina tale totalitd si dird in S, stella di sostegno Sya_s © di specie &
{per k' =r quella definita dianzi). Le stelle di 1.* specie sone dette an-
che fasei ¢ quelle di 2.° specie reti.
n — Siccome I'S, ed il ¥, considerati distintamente, hanno ia stessa
definizione, ¢, come 8i & tratto il Y dall'S,, si pud trarre I'S, dal L.,
ogni proprietd (di pusizione) che si dimostri relativa agli 85, 8:,..., 8.,
Y. %, .., X, avrd la sua compagna in una proprieta di eguaie enun-
ciato relativa &1 Bu, Yoy vy Seits Soy Br gy S._.. In cid consiste la Legge
i dualite. Ad es., la propesizione: — Ogni v & costituito dagli iperpiam
passanti per un S, ., {ciot peri punti dell’S,.,_;) ~— ha per proposi-
sione duale:— Ogni 8, & costituito dai punti giacenti in un X, (cloe
negli iperpiani del Sk} le quali due proposizioni furono dimo-
 irate insieme per altra via mel n. 5.
i’ Si suole spesso nell’esprimere la proprieta duale o, come anche si
Pidice, correlativa di una data sostituive agh &, di guesta non i ¥, ma
- i lore sestegni S, x-.. Allora giova la seguente osservazione. Se un ﬁ‘ -
giace in um I, P8, 5 sostegno del primo contiene evidentemente
PS, o sﬂstﬂﬁgﬁu del secondo: e viceversa. Quindi per ricavare da un
teorema i} suo duale nella forma sopra detts, ciod sostituendo ad ogni v 4
S, un S,_,.;, 8i deve a due spazi 5., Bus, che si taglianoin un 8, ed appar- &
tengono ad an 8,, sostituire due 8. ... 8. .. che appartengono ad
un 8. ... e si taghano in un S, ... Cosi al teorema (caso partico-
lare di quello del n. 17 Cap. 1.0) — Per un punto dell’S,, ., cul appar-
Ltengauu k-1 rette indipendenti di §, passa in generale uno ed un solo

o e = R TR T S e e e

T e R e e e e TR e R T TR e

e
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8, c¢he si appoggia ad esse —: corrispondera per dualitd Paltro: — In
un 8,..; che passa per 'S, . . seconde eut si tagliano A4 1 spazi in-
L dipendenti ad r— 2 dimensioni di S, giace in generale uno ed un solo
S,.a-: che appartiene ad un S._, con ognuno di quegli % -1 spazi —
S A due spazi dell’S, di dimensione k ed r— k-1 rispettivamente,
SR fu data, per ia ragione suddetta, la denominazione di spasi duali, In
LR particolare se » & dispari (ed allora soltanto) esisteranno spazi duali della
stessa dimensione. }f P ;% s % y RPN N
_ 8.~ Proieftare lo spazio 8, da un altro 8, significa costruire lo
%@*spaﬁm R, cui essi appariengono, detto percio anche spazio proieftante,
E chiaro che, se lo spazio S, & dato dalle formule

2, = )02 WD L 4N (1=20,1, .., 7),

mentre 8, & dato dalle altre

==y o gy L by (=20,1,...,7),

lo spazio proiettante S, da S, (o S, da 8,) & dato in ogni €aso (n. 7
Cap. 1.2} dalle formule

2y = W2 L+ l‘”z{é* + p g o L b By

al variare dei parametri A, 0™ o® u™ Se fe=f 41, ciod
se 8., S, sone indipendenti, e soltanto allora, questi parametn possono
interpretarsi come coordinate omogenee di punie nell'S,.

'Se lo spazio S, & lo spazio fondamentale A, A, ... A, e t;umdi datﬂ
 dalle formnuie

<
Ll
.
N
x4
23

:r'i m}\{ij [‘i‘m{}i }. LK 'k) i
. 5,=_§_.-'L§. Ly

2. =0 (g:;:-{-I,...,r}, | @

lo spazio proiettante {sostituende alle espressioni A'"'+pMyP+.. 1™y
nuovi parametri arbitrari V) si rieava dalle formmle

mimf‘“}.(i‘ﬁﬂsl-r“*fk} _
#  (4) @y == pOy b e L e =k 1, ..,

¢ quindi esso & ecostituite dalla totalitd dei punti le cui ceordinate
Zo, %y, ..., %, Siottengono dando alle x,, 2, ..., 2, varighiliti generale
o facendo variare le u,4,, .., 2, come le coordinate omonime dell'S,.,

. Lo
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) s : * # A orogef JHERD

Proiettare wno spazio S, da wn S, sopra un 8, signifiea costrmre =™ { e
I"intersezione (se esiste) deilo spazio proiettante 5, con Q.. equesta | poeade §6 f7

intersezione 8i dice proiesione di S. da S, (o di Bx da Sy) su S,.. Se, s x@wﬁ -
nuovamente, S5, & lo spazio fondamentale A A, ... A, ese 8, ¢ lo gpazi""ﬁ“-.;: bttt g,
8, . , fondamentale opposto cicd A,y ... A., la detta proiezione si of-

tiene fa;:anﬁu 18 2, .2, ..., 2, Rulle & di nuovo facendo variare 18 v o, s i;i;;,sm_ Y il
come le coordinate omonime dell’S,., ciod nel modo prescritto dalle {4),% oo
ls quali divengono ailora formule rappresentative della proiezione nellﬁ

I ;-';b,_::_ fug 5.
pEd Ak 'ﬁ-ﬁ%.-'ﬁf

f-:" %IF-?‘:_.-:"-.- %u&:-?%;’ﬁ%"
F ﬁﬁa—f y g -

L R A e L L E
i, Cosi un punto ¥,y ..y, proietiato dal suddetto S, fondamentale Ez:_
di un S,y proiettante, di cui un punto variabile ha le coordinate

Bl el TN il TSR Ay in S, e le coordinate

L

PRI R
g0 g 0 pell’S, . La proiezione del punto sull’'S, ..., fondamen-
tale opposto ha le coordinate 0:0: .20 ¥ 1 ¥ in S, @ #haate Y b
m S, . .
La proiezione du un 8, sopra un 8, ., st pud sempre sostibuire oon © r}ﬁ
projezioni da k-+1 punti indipendenti Ay, Aq, ooy A, dell’8,. Basterd .
considerare la proiezieme di un punto X, cloé Vintersezione X, dello
spazio proiettante S, ==X3, con S ... Questo punto X, pud anche:
.t ottenersi projettando X in X' da A, sopra U'S,..,== A 2o Ay Spnas
{_53%5%@% oi proiettando X' in X" da A, sopra IS, ,==A, A, .. As 8, .1 (o, cid "

¢he & lo stesso, nel precedente S, projettan¥o X' in X" da A, sopra 34 A, A <
'S, .=A;... A 8, 51); ..y ed in fine proiettando X™'in X+ dg A, - %"‘55

sopra I'S,_1=A, Ay o Ais B,k {0, eid che & lo stesso, nell’S, _==AL S,y
~ . proiettando X in X**" da Ay sopra I'S...). Siccome lo spazie a cu
5 appartengono i punti X, X, .., X® X*H contiene manifestamente 1

ig ‘. punti Ay, Ay, ..., Ax, 0850 © il sunnominato S,,, proietiaute, e perd

E : X e X : |

‘ ﬁ 9. — Sylla proiezione di un S, da un S, sopra ung Spazio B, .

ég o indipendente da S, & utile fare 1'osservazione seguente. Ogni punte di

-8, fuori di 5, determina con S, stesso uno spazio 8.4, che ha un solo punto

. somune con S, ..., e che sara la proiezione di quel punto sull'S, ;. Se

i due spazi S, ed S, si tagliano in uno gpazio S;, un punto di S, 5, W
‘che sia proiezione di un punto di Su da 3, & anche proiezione di tutt

i punti dell’S,; (di 5,) determinato da quel punto di S, e dal suddetto

8;; quindi, s¢ la sﬂrrismma fra i punti di S, ed i punti delle sua
proiesione ¢ biumivoca (onde guesta proiezione & pure un Sy), debbono "

]
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! necessariamente B, ed S, nom avere alcun punio comunme. Invece, se

ogni punte della proiezione di S, da 8, su 8,_,_, ¢ immagine di tutti e
soli t punti diun S, , di S, (onde guella proiezione & un 8,_,.;), gli
8pazi S, ed S, si taghiano in un S,. Infatti, in tal caso, lo spazio S,
costituite dai punti di 8., che hanno una stessa immagine e lo spazio 8,
Sono contenuli in uno spazie 8,,; e quindi si tagliano in uno spazio a
un numero di dimensioni non minere di L. Ma d’altra parte per la con-

. siderazione precedente e per I'ipotesi, tale numero non pud superare I:
~ dunque 8, ed S, si fagliano appunto in un S,.

16, — All'operazione del proieflare si associa dualmente guella di
Segare Uno spazio S, con uno spazio S, (o S, con 8,), cioé di costruire
: .
I'intersezione dei due spazi (quando esiste). b Ty Y UL A

Se 5, & dato come intersezione di r-—fi lpﬂrplﬂﬂl indipendenti di o

equazioni

;": Egﬂﬁg “l"‘ ‘s “"!"‘ E[E} i 2z {)
{5) \

P

Ty L Y, =0

_ed S, come intersezione di r——2%’ iperpiani indipendenti di equazioni

W2, bz, =0

*
(&)
AR Dy e L e N e

Vintersezione di 8, ed 8, potrd considerarsi come data dal sistems com-

plessivo di equazioni

"

Eg}}mﬂ +1¢-+E§.}}E§r ={]
BV b4 i{:u—u-q:.} @, ==
1]%*;!?3 T ar+ =% 'I]{,?jﬂ.f,. m(}

L] - & L J - - u L [ [ ] - -

W b, 2= 0

N

o, 8¢ la caratteristica della matrice di questo sistema & r-!, t.ala spazm

d‘mwmazmne Sard aﬁ ! dimepsioni, iy - 0 aliniendecg
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__ 11. — Possiamo dedurne subito il numero di condizioni cui devono
" soddisfare due spazi di dimensioni date k%', perché ¢ intersechino in’
un terzo spazio di dimensione ! parimenti data. Infatti, se le {5), (6)
sono le equazioni di quei due spazi, deve per ipotesi essere r—1 Ia
caratteristica della matrice del sistema (7): d’altra parte tale matrice
. ha r-1 colonne e 2y (k%) linee, quindi, perche la sua caraite-
ristiea sia r--1, occorre, per un noto teorema’}, che siano soddisfatte
(29— (BB} — (r—D}] . bl — (D] = (r—k—¥ 4D+ D=
= {r — £} (! + 1) condizioni indipendenti, se s indica con f=k+k -1 1a
dimensione dello spazio a cui i due spazi considerati devono appartenere,
Dungue: — Perché due spazi 8, , 8, dell'S, st tagling in un B, ovvero:
appartengano ad un S, , devono essere soddisfatte (r — ) (I +1) condiziont.
D qui si ricava immediatamente 'altro teorema: — Perché uno spazio .

S, dell'S. contenga un alivo spasio Sy (K¥-Lk) devono essere soddisfatie

e (r k) (K + 1) condizioni —

EM“WM 12. — Se k=¥, eiaﬂ‘ultame} teorems segue che gli S, devono dipen-
ﬁ dere da (rw—mir} (k+1) parametri, il che st suole esprimere zcgdn che
W gl 8, di 8, “costitniscono una tolalifa oo~ %+ (non lineare, ‘tome ve-

dromo, se 0<"k<r—1%

Applichiamo questo risultato & dimostrare che gli S, di. 8, che jzas-
sano per un dato Sy (k=% dipendono da (v — k) (k—k) parametri, cicé, .
come si dice, formano una fotalite ooi"M 5~ Basta considerare un |
S, ... indipendente dall’ 8, ogni 8, per 8. taglia 5, .. 1m un Sa ity
¢ viceversa ogni Sy, di 8, .., congiunto con Sy, d3 un 5, passante
per 8,..: dungue gli spazi richiesti dipendono da tanti parametri da quanti
dipendono gli Si.x—s @i S,_x_1; & perd ece. Per b=k -1 e kmr—-;-:__;i
5i hanno totalitd lineari (Cfr. n. 5} |

‘parametri: se deve incontrare un dafo S, inun 8,, quei parametri de-
« vono soddisfare (n, 11) ad (r —k~¥ +1) ({+1) condizioni: quindi il nu-
mero dei parametri che resta lbero & (r— k) (k+ 1}~ (r —k-K+H +1) =
=k ~ ) (r — k) (& — 1) (1+ 1). Il che si enuncia col dire che gli 8, di S, che |
inconfrano un dale Sy in un S, formano una tofalita oo RS ‘HHH

......

dimostrarsi anche cosi. Siccome ogni punto dell’S, & individuato da »

17 1y Ofr. Carmris, L e, pag. 196, Note ed Hsercizi, 4.

Altra applicazione & la seguente. Un S, dipende da r—B 1

oo g2 Clie gli S, di 8, dipendano da (—F) (k1) parametri i
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coordinate (mon omogenee), i gruppi di 441 punti indipendenti di 5,
* dipendono da r(k-} 1) parametri: ma, per analoga ragione, i gruppi di
k-+-1 punti indipendenti di 8, dipendono da k{k-+ 1) parametri: danque
gli §, di 8, varieranno soltanto al vanara di r(k+ 1)~ 4+ 1= (r~ I;:){k+ i)
; parametrl.
S ~/~ Oppure si pud ragionare in quest’altro modo (che & sestanzialmente
/il breve ragionamento precedente tradotto in formule), In un %, pren-
dmmﬂ k-i-1 punti indipendenti ¥, 4™, ... " ogni altro gruppo di
k-1 punti indipendenti &%, &%, .. 3‘-"* ¢ dam dalle formuie

ﬁ#ﬁﬁ+m+mWH

e =P A | ' *
: ) ' Em{ﬂili“‘_ar}.

OBy SRR

e si potrd sempre disporre delle (k-}-1) indeterminate » per fare in

modo che altrettante delle (1) (k1) ' (i=0,...,r ; j=0, ..., ky

abbiano valori genericamente datit). Per esempio, se 1l determinante

T+ 0%, 9 £ 0, si potranno fissare genericamente le I CH

(=0, .., k): ne risulteranno determinate le /. e guindi anche le altre

PO SN R (R0 o SRR Sk sicché per f}gm S, si avra in generale

un sistema ed uno solo di valorj di queste ultime. Percid gli S, dipen-

“dono da (r+1) (k4 1) — 4- 1Y == (r— k) (k-+ 1) parametri.

(’m} 14.-— Adesso vogliame stabilire un sistema di coordinate per la to-
talita ool 1 dagli 8, di 8,(0<k<r—1). Un modo suggerito dalla [
dimostrazione precedente (ove prendere fissi i rapporti delle &7, & ,..., &V
w significa prendere ii punto #% in un dato = PR ec{:) sarebbe queiio di
§ | fissare k41 S, , generici e determinare un 8, mediante i suei k-1 ;i
5 punti d’appoggio su questi 8._.. Ognuno di questi punti, nel relative 8, ¢ *
ha r—% eoordinate, onde in tutto si avrebbero agpuntﬁ (r—By&-+1) '
. gpordinate per 1'S,. Ma un tal modo non e accettabile, perché vi sono f
casi di ecceziome. Infatti tutti gli 8, per un S, che si appoggi agh l‘

B Con cid intendiamo valori prefiscati a piacere, ma eselust quelli, dai quali
. gegus il determinsnte T4 0% WY, L. Ky o= 0, che allnra. i punti H{}, nen asreb.
bero indipauﬁenn (n. 8 del Cap. 1. f-) e

AT
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S,_, considerati ¥) avrebbero atlora le stesse coordinate, ed inversamente

7w non sarebbero determinate, per es., le coordinate di un S, che tagh upo
. degli 8,_, in un 8, (iZ>0). '

Procederemo pertanto in un modo ben diverso: e, analogamente a
quanto si fa nell’ ordinaria geometria -della retia, stabil_iremn per gli 8,
un numero ¢i coordinate omogenee: maggiore di (r—ky (k-+1}-+1, salve

‘poi a mostrare che fra di esse passa un conveniente numeroc di relazion

identiche. Anche qui, come per la geometria della retta, si consegne ia
biunivociti, senza eccezione, delia corrispondenza fra la totalita dei va-
lori delle coordinate ¢ la totalitd degli S, di 8., solo a patto di au-
mentare il numero delle coordinate stesse.

15. — Premettiamo la seguénte proprieta. Preso un gualunque 3, del-

I'S,, siano 2", 2 .., 2", k+1 suoi punti indipendenti e &, &% ..., &7

y——% iperpiani indipendentl passanti per esso. Le due nratrici L

A L
) L. B

AL
&
L
; o L., g
(9)
aif_'}'&{ji . g{:—-li"l}

1

.$aranno ambedue differenti da zero e guindi non saranno nulli, oo tutti gh

—heyfrrrr

3 Y . i D fre Iy bl
. ( 1) minori di ordine & + 1 tratti daila prima, ne tulti gll (r N k) = (k : 1)

‘minori di ordine » — & tratti dalla seconda. Per ﬂﬁmudiﬁ indicherenio
60N (fufy o Ja)e il minore di ordine & + 1 tratto dalla (8) & formato econ le

linee corrispondenti agli indici inferiori FurTry oo sdus O analngamente, con

{Jofi vor Jrounlg il minore d;i ordine » — k tratto dalla (8) e formato colle

4

kY

4 Tali &,..; esistono certamente. Infatti perché un Sis M AppogEl & k +_1~

ok 8,..» debbone essere soddisfatie k-1 condizioni, e 4’ alira pavie git Sp dl _.
.8, dipendono da (r—k 41k (>&+1) parametsi. | | ” -
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(10)

{rﬁk ¥ E':+1 T S T {«ami—l r----k—i—i,...,r}m {rml 1, vk, r—~i’c+2 ,...,r},, *...:i:{ruk—l,...,

fraik+2 determinanti (0,1,...,r— k-2 ,rnk—l)E €L 20 SR ,f}e ]
:Ne segue V) | |
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— 34—
linee corrispondenti agli indici inferiori 7,, 4, ,.... J._x_;. Dimostreremo che
.1 minori in discorso tratti dalla matrice (8) non differiscono {a meno del
segno) da quelll della matrice (9} che per un fattore di proporzionalita:
precisamente dimostrevemo che i minori d'ordine k+1 della matrice (8) sono
proporzionali ai loro complementi algebrici nel determinante di ordine r + 1
N 1
BT L AL Y
AP :ﬁ” goegn | ptr—k—y
Infatti il determinante di ordine » — £
Eﬁ}} Eﬂ‘} . ﬁ;‘—k—nﬂ
é?} 5&1} 45T '&?M—h ™ l}
AL AL . ABRPY :Et }
g ;.._l:r:.._hmﬁ- FE2 8 e b 8 L B2 A T g,

grazie alla eircostanza che tutti gli iperpiani &9, 8% ..., 8"* contergono

tutti i punti 2%, 2V, ..., ', si annuila se vi si fa
{i=0,1, .., k),

gl ) T
1I:ll“:l:l"—--kﬂ----l I P SR Y R LT 'T'fr' - ﬁra

Facendo tali sostituzioni e svolgendo, si hanno le k - 1 relazioni lineari
omogenece )

af{..ﬂ_i_&;(ﬂ,l,m,?‘“kmﬁ,r#k*.l}g +:ﬁrlh{ﬂ,1,...,r—k—2,?‘—1&}5 o PO
FENO, 1, k=2, 7)== 0  (i==0,1,..,k)

'.?‘

y Cfr, {_‘:ara:x.m, i e., o 437,

.
e
eyl

e fating oD hin
A R L e
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Ora & chiaro che, come dal determinante {10} abbiamo dedotta questa
serie di proporzioni, cosi se ne potra otienere un! altra adoperando i
determinante, che s8i ricava da (10 sostituendo alt'uitima linea ia segnente

i . M0 A i '
! kuiﬂ:r..Mﬁ_.mi “{“’ ;{:ﬁ._g -T:,._.h '1' .y "i' j,.1.'1:1,. " E-:.i.»!.,j.-,_g -1:.,-_,1:;.....5 ‘1" E{r}_& m\.-.m..;‘ 1" wam + E{,l.}ﬂf.i,.. 3

—

LT ETp P #groa-k—1 e e I
kn s ,';{p..--h._g}#a:r_k-—i: + :-:-mh ,’! mf----k + 4. _1' il;; :-1:1* L)

ed alla pennitima Paltra

)] =i gl -k T
Sr—H.l ¥ Tr-—k-1 3 +7r ¥ - f—1 ¥

e poichd, come 8i vede subito, questa nuova serie di proporzioni ha un
rapporto comune con la prima, le due serie si riuniranpe in una sola.
Cost proseguendo, si arriva senz altro alla dimestrazione deil’ enuneiato.
Ne discende che, & meno & un fattore di proporzionalita, i minori
di ordine &+ 1 tratti dalla matrice {8) (0 q" ordine » — k tratti dalla {93}
coincidono coi minori analoghi della matrice formata con le coordinate
di altri % -4-1 punti qualuangue indipendenti dell' 8, (o con le coordinate
di altri #—k iperpiani indipendenti passanti per 1' 8}, perche tanto gl
unt quanto gli altri sono proporzionali {a meno del segno) ai minori della
matrice (9} (o della {8)). Il che dol resto si verifica con facilitd anche diret-
tamente, percheé, se oLy sono altr 11 punti indipendenti
deil’ S, , avendosi, per convenienti valori delle +, | :

Y9 = 1 a? 4 . PP

B o 0% 40 “ (B} AR
‘ff‘.} ez ’t‘{l&x{:‘} B e {1}-'5{1}

(1==0,1,..,7}),

L] + ] - ] - L3 -

o = 0

i minori di ordine k-§-1 tratti dalla matrice formata con le g si otten-

" gono da quelli analoghi della (8) moltiplicandoli per il determinante

- H

L] .

.2
%r-w

RO

16. — Cjo posto, dimostreremo che minori di ordine k-1 della {8),

¢, ¢id che orgmai fa lo stesso, quelli di ordine r——& della (D)) possono assu-
: come coordinate omogenee dell’ 8, di 3., Che per ogni’S, quel minoti

non sieno tutti nulli e sieno perfettamente individuati {a meno ben inteso
di un fattore di proporzionalita) risuita immediatamente dalle cose dette,
Bastera adunque far vedere: 1.° che di essi soltanto {r—=Fk) (k4 1)1
convenientemente scelti sono indipendenti, per modo che, conosciutili, se~

.. ..
L . )
e tai .
e e e AT S s e SN ¥
e e ol i e o e R LT Pk L FHOE R e e
O R TR U A e L Py
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guono subite 1 valori degli altri; 2.° che due 5, coincidono gnando quei
minori relativi all’'une sieno proporzionali ai minori analoghi reiativi al-
'altro, *

Suppeniamo, per fissare le idee, che il minore di ordine 231 della
matrice (8)

fH bl k} i
‘I:[{}:I:Ega » 8 & l’-r-i[f}

Sl L ™
(11} (0,1,. K)o A

* L | ] »

ol T ol

gig differente da zers; come fu gid osservato nel n. 13, scegliendo op-
portunamente i k-{- I punti indipendenti £, 2", ..., 2™ di B, puo farsi
in guisa che tutti gli elementi 2 (i=0,1 ..., %k} j=0,1,.., % di guesto
determinante prendano valori genericamente dati. Allora dico i:':he, asse-
gnati questi valori e conosciuti ghi altri (» - k) (k+1) minori di ordine %+1
che si rieavano da {11) col sostitunire ad una qualunque delie sue Linee una
gualungue deile rimanenti » — & linee della matrice (8), sono conoseiuti tutti
gli altri (Zii)w (r -k} {k+1)—1: con che la prima affermazione sard
dimostrata. Invero, svolgendo, ad es., i determinanti {provenienti da (i1)
eol sostituire successivamente aille sue linee la linea {£+ 2} della ma-
trice {8)) |

(12) (B+1,1,2,0,0) , (0, k41,20, k), ., (0,1,2, 0, k=1, k1),

gve, per semplicitd, si & tralasciate I'indice inferiore #, ¢ ottengono le
equazioni '

k+1,1,2,... 5 = iy Xy 2 X - . s XE
(18) €« . . .o
(0,1,2, 00 k-1, k+1) == 25 X o ol X0 - L o), X

L L ]

" nelle quali X4 & il complemento algebrico di 2/ nel determinante (11},

per cui il determinante L+ X5'X{V.., X% & pure diverse da zero. Da
quelle equazioni si ricavano quindi )., 2%, , .., o8, in fanzione dei

~ determinanti (12) e degli elementi del determinante {(11). Cosl prose-

@
L

e e
-

e e e T e Tt e L AR et e e e
R L L e e b L L L P
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guendo, 51 dimostra che in funzione di questi elementi ¢ deghi (r — Ky {k+1)
. determinanti sunnominati si ottengono tutti gl elementi rimanenti della

matrice (8) e guindi tutti gl altri (r+ 1) e fp=—k} (k1) — 1 determi-

| E+1
nanti in guestione.. . .

Fd ora segue subito anche la seconda affermazione. Infatti abbia §,
ali (#—k) {k-+ D=+ 1 wminori, analoghi ai suddetti di Si, proporzionali
a questi, Poiche il minere {11} & diverso da zero, sarid pur tale il mi-
nore analoge d4i 8%: percid, disponendo convenientemente del punti in-
dipendenti da scegliere in §,, si potra fare che tale minore abbia non _
solo lo stesso valore di (11}, ma gli stessi elementi. Dopo cip, 1 detti R
{r—%) (k+ 1)+ 1 minori di '8, saranno eguali agli analoghi di 8,7 &
per la considerazione superiore, la matrice di &', analoga alla matrice
.{8) coincidera con questa elemento per elemento. Adungue 8, ed §'; coin- i
~ cideranno.
Anzi osserviamo che, fissali affatfo arbitrarigmente i valord deglt
fr -k (k4 1)+ 1 deferminanti suddefie, purché I'{11} sia diverso da zero, |
" le cose precedenti mostrano come si trovi subito T 8, corrispondente.
“: - Basta ciob prendere gli elementi &i (11) cost che esso abbia il valore
... dato e calcolare £, Py, eees “, dalle (13} avendo posto nei primi
membri i valori dati dei determinanti: ed analogamente per le altre E
linee di (8); cost si oitengono le coordinate di k+1 punti indipendenti
di S,. -

,f/ 17. — Per trovare le relazioni che legano gli (;:;i) minort deila ma-

, trice {8}., notisi che il determinamte di ordine £+2

L] epdth 4 adh . ikt {0} i k3
i H’ig} 2 o %y + =r® + x{.?:# %y :I'jﬁ me.iﬂ . m{ii;

f. I et 8} 1 k) g %
oy 2 o T o 25 e 5] o

[ ] = - ] -+ - L | L ] [ ] [ ] [ ] - * * E ] =

: ' 3] i 1} &)
TN PR SR S R A
% i . ) '.
; ki Y 1) K - | -

5{?3—} % ! 2?{;12; #y + P WE_ 5’:{{1}_ i "ﬁi:} 't'ﬁ"n ter aftiﬂ S

€ nullo qualungue siano 16 oo, % yeeey 2. Quind PORERD Per f,, %, O
| icomplementi algebrici &i 27, , 22 , ..., @f nel determinante (i % ..y i)

I
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e sviluppando secondo gli elementi della prima colonna, si trova

(jﬂil “rs ik} Uiji f'-jh Eg} — {jli] ana i"h} (j{pjg Fax _fk 'i'ﬂ) —}_ Lea “"E““
A (o T (e e ) U oo Far o) + (= D iy e i) Ui oo i) = 0

-

ossia, per una semplice trasformnazione,

Gty oo} Goa oo i} == oty oo i) (ot o i) (Frdr e in) GnBods o 2} 4+
"'{"" e —E'— Uh ... !r;,,} Uﬂj] u-j;,._._[iﬂ}:

o brevemente
& iy

{i{?ii v i’ﬁ] {ji!ji '_'-jk} B E {j! il ‘o ik} ul'}“'j#—--l é‘ﬂjs-{-i "'jh} .

& remad)

Da guesta relazione fondamentale se ne deducono altre, eguagliando al-

cum degli indici &,,4,,..., & ad alcuni degli indict 4y, 7., ..., fu. Fermia-

moet alla pilt sempiice, quella cosidetta a {re termim, che si ottiene dalia
precedente facendo, ad es., &=, , i, = fs, ..., I =Jx. 31 trova {annuiiandosi
gli aliri prodotti perché vi compariscono det minort con due linee eguali}

(14) {od oo da) o on ta) = (o di e ) (i de s Bd - (1 e Bd(JoBedy oon i

1a quale mostra potersi esprimere (razionalmente} ogni minore {7, ... iy},
che differisce per due linee da un altro {#,8,4, ... i}, per mezzo di guesto
e dei minori che differiscons da questo di una sola linea. Segue che
essa di tulte le relazioni richieste: giaeche, conosciuto, per es., il mi-
nore {i,4, ... i}, supposto differente da zero, e quelli che si ricavano da
eagt sostitnendo ad una qualungue delle sue linee una qualungue delle

r - linee rimanenti della matrice {(8) {efr. n. 16), si conoscono senz altro -

tutti gh altri. Infatti i minori che differiscono per due linee da (i, ... i,)
- si caleolano immediatamesnte, come dicermmo testé: quelli che differiscone
per tre linee da (3,4, ...4.) si calcolanc per mezzo dei precedenti che
differiscono da esst di una e due linee soltante: e cosi di seguito.

r

k41

}Iiﬂ PISINN L) 10 T ALY ¢ una combinazione qualinque dei nomeri 0,1,...,7)

dei quali ane almeno X, , non nallo, soddisfacenti alle (14), esista un 8,

che ha guei numert per coordinate, seane subito dall nltima osservazione

del n. 16, e dal notare che 'S, che ha per coordinate X, . e gh altri
{r—F} {1} numeri rappresentati da questo simbelo, nel quale si so-

Che viceversa dati ( ) numeri qualungue, che indicheremo con
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i
.....

stituiseano successivamente agli indiet O, i,..,k% i rimanenti k+1,..,7,
ha anche le altre X, ..., per coordinate, queste essendo date dalle (14).

Dunque le (14) sone condizioni necessarie € sufficienti perche (;;j: 11) x

pumert X i« iy di ewi uno almeno non nullo, sieno Ie coordinate omo- | 5 -

genee di un S,. B importante notare altresi che le reluzioni {14) (ole
~ altre che equivalgono ad esse) somo quadratiche nelle detre coordinate. f
18. — Alle cose esposte si puo dare una notevole ed utile forma geo-
metrics. |

Per una estensione affatto naturale di denominazioni adoperate nelia
geometria dell'S; diciamo ipersuperficie quadrica 0 semplicemente qua-
drice @i uno spazie ad un numero quajungue di dimensioni 1a totalita
dei punti che soddisfano con le loro coordinate ad una equazione qua
dratica ed omogenea nelle coordinate correnti, e variet intersezione di
pit gquadriche ta totalith dei punti comuni 8 queste 5y, Cid premesso,

suppongasi di dare aglt (zm: }) parametri Xq ... %, variabilith generale:

k1

,

. | . . : A | -
g avranno allora le coordinate omogenes di uno spazio a ( )m-l_

dimensioni. In questo spazio esistera la varietd definita dalle

\ )
F Xiniir--fhxfﬂjﬁi--- R + hh*’t-n Tx Kjotgizr )

Kiﬂ By ree Ty Kjﬂjt igae- 1
i punti della qual varietd, per le cose dette, corrispondono semza ecce-
zione agli S, di 8,1 e 1o studio della totalitd degh 4, si potrd fare su
quella varieta. Tuttocio si esprime dicendo; — T.a geometria delle tota-
- Uiti degli S, di S, coincide con la geometria della varietd o infersezione di | E

certe ( i 1) e —KY 1)1 quadriche dﬁHﬂl spazio ad (;;ii)m 1

. dimensioni. — In particolare Fordinaria geometria della retta coincide con
la geometria di una quadrica dell’Ss. n
19, — Agginngereme OTa slle cose dei n. 10-12 una noziong @ unax‘“-...

formola di grande utilita, specie nella Geometria enumerativa ). oy

——u

f— A

%) Delie guadriche e delie ipersuperficie in generate si dird in segtito {Cap.
8.0 y 3.0,

ST t, f,'}fr.' S{;m:ﬁmﬂ*, ad es., nelia Memoria, 4nzali-bestimmungen fiir lineare
i Rawme belichiger dimension {Acta mathem, 8, 18%6, pag. 37).

:

Lty
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Dati £-+1 spazi S, ,8. , .., 8, , di cui ciascuno sia contenuto nel
successive, chiamasi forma fondamentaie e s1 indica coB

(15) * Pl @ By oo (g ]

la totalitd degli S, ﬁbhtrgatx 3 giacere in S,, , & segare 8., inun 8, ; %
asegare 8, _inun 8, _,,.. easegare S, inun S, Siccome 5, deve §
segare 8, inun 8, (o contenere S, , se a,—za} ed 8,  inunS,, ed s:
inoltre Sf._i & contenuto in Sa,40 DON PUO @SSEre ;== a4 sicche, dalia ”“

stessa definizione, segue che _
o< Oy < By ... <ty <y ' -a

. e quindi a; -i e insieme (per essere a, " r) a, < r—k-d.

.....

- 1 o
L 1) delle combinazioni dei numeri 0,1,..,7r 8 k-1

a k-+1 di manifestamente il numers delle forme fondamentali diverse
a cui pud appartenere un S, (prescindendo dallarbitrarietd degli 8, ).
*Vi & compresa la forma [r—%k ,r—k+417...,7], che corrisponde ai
massimi valori dei numeri «,, e che ¢ costitnita da tatti g 8, &1 8,
(perché il segare S,_, inun S, , , S, in un S, .. & conseguenza
deil giacere in S, ). Vi @ pure compresa la forma [012... k], corrispon-
dente ai minimi valori dei numeri a,, la quale ¢ costituita da un solo 8,
come ¢ evidente, | ‘

20, — Suppostt sempre dati gh spﬁz‘f 8., s e s S, , 81 caleola facilmente
il numero d delle condizioni lnposte ad un S, dall’appartenere ad @na
forma fondamentale {15), Perché 8, giaceia in un S.,,h devono essere sod-
disfatte (r—a,) (k-4 1) condizioni; percheé S, ed Sﬂg_,ﬂp_j st taglino in &n
8:.; devono essere St;ui{liﬂfatte (¢, —k— ay.,-+k—1) & condizioni;
perche 8,_; ed 8, _ di 8, si taglino in un 8, devono esgere sod-
disfatte {@s_, —k+1— @u_y+ k~2) {k—~ 1) condizioni; ecc. {n. 10}. Dungue
il numero cercato @ " |

d=(r —ﬂh}{k+1}+{m oy = V(g — By 1}k ~ 1}+...+-{{1;1 —~ g, — 13,

I} numero (r

ciog

' k
d == (k-+1r— Hk%‘“ — N,

Siccome un S, & dato da 413 6r— f‘;".) condizioni, diremo quindi ehe

(g, TR
. sono ® 0 gli 8 di wna forma fondamentale {15).




RN |y J— Fraw. 2o no N2
- ,

91, - Caso particotare di una forma fnndamentaie & la totalitd degli
S, (¢ > F'—k di una stella di sostegno S, .. (K< rye dispeciek (n. 8),
e precisamente questa fotalitd, come subito si vede, ¢ la forma fonda-
mentale

f012,.,F-k-2, Kook, 2 ~k—1, o it ... k-1, ¥

Un altro caso partieolare si trova nel n 12. Gli 8, di 8, che incon-
trane un dato S, in oun B, sono guelli della forma fondamentale

T -1, K -1+1 DD 0 B Y R R =kt l42, ., r- 1Tl

99 . Termineremo il presente Uap. coll’ osservare che la nozione ;f /
di spazio a pil dimension] e ie sne fondamentali proprietd, esposte per 5 f
via algebrica in questo e nel Cap. precedente, possono essere presentale :
con metode del tutto sintetico. Si pud cio¢ stabilire un complesso di
postulati che serva a caratterizzare lo spazio & pil dimensioni e poi
dedurne la rappresentazione del punti mediante coordinate. Osserveremo
altresi che, come si disse fino da prineipio {n. 1 Cap. 1.°), intendiamo
di considerare apche punti {od 8,) imaginari, cioé dati da coordinate ima-
ginarie o complesse, ma che Vintroduzione di questi punti pud farsi pure
per via sintetica, come mestrd dapprima lo Staudt ne’ suoi clasgici

1y Per chi voglia approfondire i metodi sintetiel accennati, citeremo ii libro
di Venoxpse, Fondamenti di geomebric @ piu dimensioni @ « piis specie di unitd
reftilinee ( Padova, 1891); da nota di AMoDEO, Quali possono essere @ _gmstuﬁ:ii
fondamentali della Geometria prodetiiva di un 3. (Atti deil’ Ace. di Torino, 26,
1891): il lavore 4i FARO, Sui postulati fomdameniali della Geometria prﬂiﬂiﬁim in
uno gpasio Uneary @ W NUIRETU qualungue i dimension: {Giprnale di Matema-
tiche, 80 (13}, 1891) e la recente Memoria Qi Prext, Nuovi principii di geomelria R
" proiettiva complessa (Memorie della R. Ace. di Torino, 56 (2), 1900) colla + Breve o g
aggiunta...» (Atti ivi, 41, 1906): net quali si trovane inoltre ampie indicagioni -
~ bibliografiche, ' | o

-------




JAPITOLO 3.7

Proiettivita fra due S distinti.

# 1, — La definizione di Sta t{lﬁﬂﬂ, proieftivita di due S, (o di due ¥
o diun S; e di un X} & opportuna quando di questi st considerano solo i
punti reali: ne in tal easo oceorre introdurvi ia condizione della continuita,
come fu dimostrato da Darboax in seguito ad una osservazione di Klein 1),
Ma so si considerano negli 8, anche punti imaginari, Ia detta definizione
di Staudt, ammessa la continuitd della corvicpondenza {la guale & ancora
dubbio se sia o no necessaria), conduce, oltre che al riferimente proiettivo
ordinario, ad un riferimento di natura ben diversa, che Segre ha chiamato
antiproiettivita #) %Ji'@

Conviene adunqua, quando si ¢ intredotta la nozione di elementi ima-
ginari, prendere per definizione del riferimento proiettivo tra due 8, 0 la
f!ehmzmnﬂ dl Chasl L mial rdelia epuaglianza dei rapporti anar-
o1 ._ Magsa. della deduzione di un 8, dall’altro
per prmezmni ¢ gezioni, od anehe Ia seguente: — Due S, sono proietlivy

se fra le coordinate X == = Y == ;‘“ di due punti corrispondenti sugsist)
H I ;
una relazione bilineare

AXY+BX4CY4+- D=0, CB—ADZo0

o, ¢cib che ¢ lo stesso (risolvendo, per es., rispettﬂ ad Y e variando le

indicazioni), A .
se Ly == By La “l" e 2y E}# e
Ay Gy — Bty + 0 LoE AL

LY = hady “}‘ 1y Iy ' e 4

A e a e n mm n g wmn

1} Math. Ann, 17, 1880, pag. B2,
7y Cfr., ad es., Math. Ann. 40, 1892, pag. 415.
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cios se si fo una trasformazione lineare (ad es.) delle x nelle y 1) — Mani-
festamente due 3, {o due X,, ovvero ui S, ¢ un 3,) proiettivi ad un terzo
gone proietiivi fra loro.

Qe si considera un 8, trasformato proiettivamente in se, nel qual caso
si patla, per comodita di linguaggio, di due 5, proiettivi sovrapposti, si
presenta la questione della determinazione dei punti dell’ S che coinei-
domo coi loro corrispondenti (punti unity). Q3 ha il teorema fondsmentale:
e S due 8, projeftin sovrapposti hanno tre punti unite, hanno tutti & punti
wniti: ciod la protettivita ¢ Pidentita - il quaie teorema Seguc subito dalia
definizione data facendo X =Y {premessa, ovVe geeorra, una trasforma-
rione di coordinate, perché X ed Y sieno viferiti agli stessi punti fonda-

~ mentali ¢ punte unita}. '

| Si ha pure subito che esiste una ed una sola proiettivitd fra due 5
{ad e8.} che fa {:ﬂrrispun&éra g tre punti (distinti} di un 4, tre punti {pure
distinti) dell’altro.
#. 9, — Vediamo come §a definizione data di due 5, profettivi equivalga
alle altre due definizioni alle quali si & accennate nel numero precedente.

Dapprima, per una osservazione gia fatta (fine del n.°3, Cap. 2.%), 81 ha /.
¢he in due 8, projettivi il rapporto armonico di quatiro punti qualungue
di un S, & eguale a quelio del guatiro corrvispondenti dell’aitro. Viceversa,
quando questa proprietd ha luogo fra due $, in corrispondenza biunivoca,
chiamande {X,, Y.}, {%:, Y, {Xy .Y} tre coppie fisse di punti eorrispon-
denti e {X,Y) una coppia variabile, st ha 1'uguagiianza

{X] X.gx.gx.} s [\Y';YQY;:,-Y} .

¢he & appunto una relazione hilineare fra X ed Y. -

Se un 3, st proietta da un S o indipendente da esso € Sono, pel- "

P8, 8,8, e, e, o (B5=0, ..., &) le coordinate di due S,., per I Sk s

Gy, 2 {Be=0, i, ....01e coordinate 4i due punti dell’ 8,, Ia condizione

. dincidenza dell’ 8,_, (del faseio S, ) di eoordinate v; - X, e del punto
. {di 8)) di coordinate y. Yz, &

E {7 -'E— XLy + Ye}=0,

T ettt et

—
L el LEL I -

| i t) Notisi ancho che una corrispondenza hiunivoca algebriea fra due B, (efr.
,‘% Cap. 9.7} & necessarivmente data da una reiazione bilineare fra le eoordinate di
. gy ue pund corrispondenti, e perd b una proiettivita.
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la quale ¢ bilineare in X , Y. Segue che, facendo corrispondere ad ogni
punto di S;, '8, che lo proietta dall’8,_,, cioe, come dices] brevemente,
projettando ' S, dall’ §,_, (o, correlativamente, segando il fascie 8,_, con
8,) si ha una proiettivith (in questo caso prospeftivita, come si dira fra
poco in generale}, Adungue due 8, {ad es.) dedotti 1'uno dall’altro per
proiezioni e sezioni seno proiettivi, Viceversa, dati due 3, proiettivi, 8i
pud sempre, per ia proposizione diretta, sostituire ad essi due 5, proiettivi
sghembi; e allora, nell' S; che li congiunge, una retta appoggiata a tre
altre, determinate da tre coppie di punti corrispendenti, & asse di un
fascio, ogni pianc del quale deve segare {applicande le proprietd del n.* 1)
i due 57 in punti corrispondenti: e perd ece.

; w8, — Pr due S, proiettivi 'equazione della protettivitda puo sempre
geriversi nelia forma X ==Y, ossia i punti corrispondenti possonc sempro
- essere dati dalla variazione di un solo parametro. Cio si ottiene {e sol-

S mmana et a ea D T e e e Te e
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coordinata X sono rispettivamente i corrispondenti dei punti fondamentali
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0, e del punto unita relativi alla coordinata Y. -
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P el T
.....
---------------------------------

Ma'se | due S, proiettivi sono sovrapposti 1) ed X, Y sone riferiti agli
stessi punti fondamentali ed unitd (che non possono tutti tre essere uniti,
escludendo che la proiettivita sia I identitd), 1'equazione della proiettivita
si pud mettere neila forma X = &Y, se esistono due punti uniti {assuntl comne
punti 0, o}: da cui si rileva essere costante e = & (invarianie della proiet-

= X :;\@i?itﬁ} il rapporto anarmonieo dei due punti uniti e di due punti corrispon-

i denti. Invece nelle stesse suddette ipotesi, I'equazione della proiettivita
si pud mettere nella forma X =Y + &, se esiste un solo punto snito {assunto
come punto ®},

Quest’ nltima equazione mostra che una proiettivitd (non identiea) di
un §, in @, con un solo punte unito, non pud essere ciclice; cioé partendo
da un punte {(diverso dal puato unito) e prendendo di esso il corrispon-

_dente e poi di questo di nuovo it corrispondente e cost di seguito, non si
arriva mai, dopo un numero » finito di successivi punti corrispondenti, al .
punto di partenza {se Y & la coordinata di questo punto si arriva al punte ~ .
di coordinata Y + " ?ﬂ}. g ﬁt,ﬁ,c,swf BN &f..?..-:;;_ i PI X PR O

=

Al contrario, se la prolettivita ha due elementi uﬂiﬁ, ciod & data dalla
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X = kY, perch, partendo da un pu nto (non unito} di coordinata Y, I'nonime
pﬂﬁtﬂ successive corrispondente, ciot gquelio di coordingta 2" Y, sia il
nrimo che coincide con queiio di partenza, evidentemente ¢ mecessario e
sufficiente che sie U invariante k radice primitiva pesims doll’unifa. Ne ri
sulta anzi che, se la proprieti ha luogo per un particolare punto, ha luogo
per ogni altro punto, Aliora la proiettivitd dell’ S, in i dicesi cichea o or-
dine n e gli n punti costituiti da une dato e dagli n—1 suol successivl
corrispondenti si dice che forinanoe oy _gruppo ciclico-proiettive. Questt n
punti, nelia adottata rappresentazione {cipé essendo O, punti fonda-
mentali) hanno le loro coordinate proporzionall alle » radici neime del-
I unita.
%:?m . Be n==2, st ha Uinvoluzione ordinaria. I due punti uniti {doppi) for-
7 Thanoe grappo armonico con Jue elementi corrispondenti i}
Qe n == 3, ciascuno dei due ptnti uniti forma GrUPPO CEUIANATIONICO col
tre punti di agni colo. {ufatti, se 74 & la coordinata di un panto unite e
Y. Y, V", le coordinate dei punti di un ciclo, 1a quaderna ZY Y'Y essendo
projettiva alla 4 YY" Y, ricordando proprieta de} n.e 8, Cap. 2.°, 8i hanno

ie uguaglianze

FRFA | ’ ¥ }' e m e 1 ..... —_—
ZYYY) = (YY) = Gyyy) = T @YY
donde risulta cid che si' & affermato. o

Infine si osservi che tutte le cose di questo n.° e del procedente :

sono estendibili (efr. Pultima alinea del n° 8, Cap. 2.°) & due totalitd oo’

{distinte o sovrapposte) tali che si possa far corrispondere agli enti di cia-
seuna totalita biumivocamente ed algebricamente i valori di un parametro.
j % 4. — Passiamo s definive la pmiettivit& di due S, qualunque (r>1).
i Ora possiameo accogliere, estendendola al caso nostre, la definizione di
¥ Standt della proiettivitd delle forme di 2.2 e 3.7 specie, collaggiunta di

e e el

| V) L' equazione delia involurione riferita ai punti doppi & X 4 ¥ ==0, L'equa-
" zione generale di una involuzione &

AXY 4+ B(X+Y)+ D=0

| EE__ﬁi prendono due panti corrispoadenti come puntt 0 , ®, questa prende 'aspette
. ik ¥ =i, od anche, variando ii punto uniia, XY=1. o
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"7 unma restrizione imposta dall’ smmissione degli elementi imaginari. Di-
© % remo che: — Due spasi ad r dimensioni 5, .S, sono proiettiv guando
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fra gli 8,,8,,...,58,., delluno e ghi §,,8,, ..., 8. dedlaltro v ¢ cor-
rispondenza biunivoca tale che, se un S, giace in un 8, il corrispondente
8. giace puremel corvispondente S'; e veciprocamente, e quando inolfre '}
''''' ad wn S, dell'uwo corrisponde nell Eﬂﬁﬂ} wun 8, proieftivo. - Sa questa defi-
nizione faremo due osservazioni:
/ o) Basta che la profettivitd si verifichi per due particolari 5 ed 8
/ E{}I'I‘iﬁpﬂﬂﬂﬂﬂtl perché essa si verifichi per ogni altra coppia di B, cor-
~ rispondenti. Infatti se R, ed R, sono due altre rette corrispondenti
:iegh spazi S, ,8’,., riferiamo 8, ed R, prospettivamente ad un fascio
¥ 3 qualunque di 1per;}mn& allora 8',, R, risulteranno riferiti pure prospet-
& " { tivamente a} fascio di iperpiani corrispondente: ma, per ipotesi S, ed 8§,
- sono proiettivi, dunque tali sono anche i due fasci ¢ tall per conseguenza
.anche R, ed R'..

b) La condizione principale della definizjone & sovrabbondante: vale a
dire basta assicurarsi che, essendo ¢,; fissi ed 47, agli spazi subor-
dinati S, ed §; di S, eorrispondanc in modo biuniveco gli 8 ed 8
subordinati di &, cosl che, se un S, giace in un §;, anche I'S’; corri-
spondente giaccia nell’S’; corrispondente e viceversa, perche la stessa
cosa si verifichi per valori qualsiansi di i,7. Facciamo dapprima il caso
che gia 4==4+=1. Allora, preso nello spazio 8, un 8,;, qualunque, con-
sideriamo tutti gli S, in esso contenuti. Due a due essi si tagheranno
in un S,_, e, per I'ipotesi fatta, alla loro tolaiita corrisponderd nell'®’,
una totalita di 8, aventi due a due un &, ; comune. Ora questi §'; non
potranno passare tutti per lo stesso 8;_,, altrimenti lo stesso avverrebbe
degli S, corrispondenti nello spazie .S, ; dungue {n. 16, Cap. 1.*) appar-
terranmo ad un §,,,. Prendendo questo 8,,, come corrispondente del
considerato 8., si estende la corrispondenza biunivoea agli spazi subor-
dinati ad 7+ 1 dimensiont dei due spazi dati 8, , §'.; e cosi, continuando, a
tutti ¢li altri spazi di dimensione superiore a j: ed & evidente che, se di
questi uno giace in un altro, la stessa cosa & dei corrispondenti. Per as-
segnare poi di ogni 8;., {e in generale, di ogni spazio subordinato a
dimengione minore di j— 1) di 8, lo spazio corrispondente in 8., basta
~ considerare quell'S; , come sostegno di un .4, di iperpiani, osser-

3 vando che, per la dimostrazione precedente, & stabilita pmat una corri-

E ----- - 4y Se la corrispoundenza & algebrica, quest' uitima econdizione & supertiua
{Cir. la nota a pag. 43 |
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spondenza fra gli iperpiani ed : fagei dj iperpiant di 8, e guelli di S,
e applicando poi la dimostrazione correlativa alla medesima. Infine fac-
ciamo 1'ipotesi che, pure essendo i<7j, 8a idj-—L Presi un guainngque
Sy, di B, e due §. di esso che gl appartengono (segantisi cio@ in un
8. ), si osservi che a questi due ], corrispondons due §', 1 quali, per
Pipotesi, non possono coincidere e percid appartengono ad un S, ove
E_>i-+ 1. Manifestamente, sempre per I'ipotesi, ogni 8, per*i’ﬂm hia per

corrispondente un 8'; per i dne &, e quindi per 'S, € reciprocamente;
e quindi ogni 5, di Sy (in quanto giace in guegil 3,) ha per cOrrispot-

dente un 8, di &, (in quants glace nei corrispondenti ), e recipro- .
: : ]

camente. Ma ora prendansi in §. dne &, apparienenti ad un Sipar &7
lore corrispondenti (che non possono cotncidered apparterfanno all’ S,y

e, come prima, si avra che ad ogni 8, per } S corrisponderd un 8

per '8, e viceversa: il che esige che sia §, =8y, altrimenti 8i

contraddirrebbe all'ipotesi della corrispondenza biunivoca degh §; di 8,

agh 8, di §',.. Cosi si vengono a porre in corrispondenza biunivoca g B4

48 egli®, dif, e orcib si cade nel caso precedente.
+

s« . La definizione data di proiettivita fra oun S ed un &, (o fré un

'Y ed un ¥') & valevole anche fra un 3, ed un Y (sostituendo neila

r

definizione ¥, v, 2 6d B, S’ _,): mel primo easo Ia proiettivita
dicesi omografia o collinedzione, nel secondo, reciprocita o correlazione,
Perd, quande si considerano proprietd di due spazi proiettivi S, ,5,,

e quali seno indipendenti dal coinciders 0 no queati due spazi e dal

loro intersecarsi o no, il che esprimiamo brevemente dicendo che con-

__ sideriamo protettivita fra due spaz distinti (e solo di tali proprieta, escluso
il teorema fondamentale & quelli sugli spazi prospettivi, si occupa il pre-

sente Cap.), non oceorre distinguere Pomografia dalla reciprocita, poten-
dosi in uno spazio {o in amendue) scambiare la denominazione di iperpiano
con quella di panto.

Cid mon & pift vero quando si considera la proiettivitd di nno spazio
in sd, o, come anche si dice, g protettivitis fro due spasi sovrappostt,
perche, avendosi uno spazio solo, se in esso i punto si dice iperpianc,
8i doved di ﬂﬂnsegueﬁza chiamare §iperpiano, punto. Allera quelie due

_Proiettivitd sono differenti e sono dette riﬂpetiivamente gmografia o col-

lineazione di uno spazio in se, e reciprocta 0 covrelazione di uno spasic in se.
Per ciascuna di esse sussistono.le proprietd del caso generale di due
spazi distinti, le quali non sieno incompatibili col fatto che la proiettivitd
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¢ fra i punti (o fra i i}ﬂnti g gli iperpiani} di un sole S,: ma si hanno
poi, come vedremo {Cap. 4.%, 5.%), altre importanti proprieta provenient
esclusivamente da questo fatto.

8. — Dulla definizione del n. 4 segue senz’altro che: — Due spazi
proiettivi ad un tergo sono proietiivi fra lorae — e che: — Due spazi subor-
dinati corrispondenti in due spazi protettivi sono awel’essi proicttivi, — La
proiettivita di due tali 8, ed S, {0 ¥, e ¥/, ovvere 5, @ ¥,y corrispon-
denti dicesi proietfivite subordinata della data. |

Dimostriame il teorema fondamentale: — Se uno spazis 5, ¢ trasfor-
mato omograficamente in st ed esistono v+ 2 punti uniti che ad r--1 ad
r-i-1 sono indipendenti {cioé non stanno in un iperpianc) Uomografia &
P identii. - Infatti il teorema essendo vero per r=1 (n. 1} ¢ dimestra
in generale, facendo vedere che esso si verifica per due spazi ad » di-
‘mensioni gquande & vero per due spazi ad # -1 dimensioni. Sieno As, Ay,
vy Ag 1 punti unitl: all’ iperpiane di 5, determinato (ad es.} da A, , A,
oy A Eﬂrriﬂpﬂn{ie' I’iﬁerpianu medesimo per essere quest puuti' uniti,
¢ cosl alla retta A A, corrisponde la refta medesima: quindi il punto B
comune a questa retta ed a quell’iperpiano ¢ unito. Segue, per il teorema
ammesso per gli spazi ad » — 1 dimensioni, che Viperpiano stesso ha tutti
i punti uniti, perché ghi r+1 punti di esso A, A, ..., A, B sono uniti
o ad » ad » non esistono mai in un 8., (non possono manifestamente

_esistervi gli » punti A e neppure Ay, Ailo. Avs, B {ades), ché altrimenti

_________ [

Ay, A AN A,;dt’:' {&,.ﬂ,.} sarebbera it un 8,_,): e cosl pure sono uniti toth

N o " ipunti della votta A, A, (n. 1). Ne risulta che ogni iperpiano di 8, (non

- passante per B) & unito, perche taglia "iperpiano considerato AcA; .. A,
“ola retta A, A, in un S,_, ed in un punto (amendue uniti) che lo deter-
minano {n. 14, Cap. 1.°): quindi & unito ogni punte gi 8, in guanto agh

. iperpiani passanti per esso corrispondono gli iperpiani stessi.

In forza del teorema ora citato e p&r un ragionamento analego al

" precedente si ha quest’altro teorema generale: —— 8¢ vno spazio S, ¢ tra-

sformatn omograficamente in s¢ stesso ¢ sono B Buys Sayy e spazi di punti
tulti uniti, appartenenti ad S, ed aventi almeno un punto comune, I omo-
grafia si riduce all’identite. — | _ | e
7.— Un 8, dell’S, dicesi prospettivo ad una stella, avente per sostegno
mn 8., ; indipendente dall' 8, ., quando si faccia corrispondere ad ogm
spazio S, di S, lo spazio S‘Eﬁl,— della stella, che lo contiene. ) |
Due spazi 8, ed 8 di S.,,, che si tagliano in un 8,k > ~1) € quindi -
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g appartengono ad N Sun, 81 dicono pmsgeﬂiﬂ quando si facciano eorri-
" spondere i loro spazi 5, 8 giaéeﬁti'in un medesimo Sa_pys di una
stella dell’ Sy, 1o quale abbia il SOSIEENO g, . indipendente da S ed
8,1 0, come dicesi brevemenie, guande si cq;}_sigieriuﬁ__ﬁh_ﬂgg_l_ﬁ_ﬁfh.ggme ge-

[ e len e

ﬂﬂﬂﬂﬂ —t fme menaea o T

_zioni di quella stella. Cost, | costanza, s fa della geometria nell Sy 11
" discorso: ma se si vuole considerare la cosa in URo spazio a maggior di-
mensione, ed in particoiare pello spazio ambiente dato S, , basta prendere
n Spsge. G B, che tagh ! Sa s solo nel suddetto sosiegno s PR
allora & chiaro che 8, ed 5, possono anche considerarsi come sezionl delia
stelia di sostegno SE_H*;._;. (b facendo, poiche S, et 0 Sop.n devono
tagliarsi in Ses © dovono appartenere al pi ad 3., b evidente che
deve essere x <y — 2k+ f.

Correlativamente due stelie, i sostegnt S, ed & delle quali apparten-
gone ad un S, © guindi si tagiiane in an Sex.u, Sk G1C0N0 prospettive gquando
i considerano come profezione di uno stesso Spazio Soxn (ciod 81 COTTH-
spondone due spazi delle due stelle passanii per an medesimo spazio del-
'S, 40 che contiene 1'8y, ., 0 come projezioni di uno apazio S, px_n—as
" the jnsieme all Dyc.n appartiene a quell’S, . - Per ii pumero » st ha
* naturalmente ta limitazione z > 2k —h-—1. | S
[n tutti i casi & chiaro che it piferiento prospettivo & un easo parti- : |

= colare del riferimento omografico, w
?"’"""’" g .. Si ha ora il notevole teorema: — Due spazi 8, ed 8 omogrd ¢t
fé%ﬁi}ﬂ.  ed indipendenti song prospeftivi — . Sia infatti S, lo spozio @ oui emst
L appartengono € gieno Ag, Ary e Angrs l+2 punti di S tali che a k+1 _
& k-1 sieno indipendenti: lo stesso sara det k 4 2 punti eorrispondenti 5: |
A A e, Mg 4S5 {perché se, ad es., ANy, Ay e, A fossero in un & .,
. iloro corrispondenti Ay, At oo Ay, dovrebbero pure (n. 4} essere in un 84.)-
_ Di qui segue che le k+1 rette AA,, AA e AN (rd es) appartengono
all’B,; 4, suddetto € quindi sono indipendenti (n.12, Cap. 1.9), e segue anche
" ¢he ogni punto della retta Auss Ay & esterno ad ogni Sex_y che contenga
o ksole delle congiderate 41 retie, altrimenti queste Lrette e la Ap i Awia
-+ garebberc i1 ull S - Quindi, se A'xn & un punto qualunque delia A At
: PRr eSS0 passa uno od un sclo spazic 8 1 dimensioni 8", che sl appoggia
alle stesse k+1 rette (. 17, Cap. 1.5} nei punti che diremo rispettivamente
A%, A%, .., A" Ora proiettiamo S, da §", su &, ; ne risultera una omo-
grafia 4i §, 1n gi, nella quale sono omologhi un punto corrispondente ad

| un punto di S, per 1a lata omografia o la proiezione di questo punto, ed.

4
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in questa omografia sono uniti i k+2 punti A}, A, ..., A's;y. Tale omogra-
fia & adunque identitd {(n. 6): e perd 8., 5, sono sezioni della stella
delio spazio 8., di sostegno 8", o, come dicesi, sono prospettivi dall’ 8",
Tale prospettivitd pud sestituirsi poi com k-1 prospettiviti da punti (n. 8,
Cap. 2.°).

Si osservi che 37, si appoggia non solo alle rette AJA',, ..., A A,
ma & tutte le oo® rette che si ottengono conginngendo i punti corrispon-
denti di 8, ed 8',; quindi, se si fa variare A", sopra A, Ay, si otten-
gone oo’ spusl a & dimensioni (S, ed &', compresi) due qualungue dei guali
sono prospetiivi da un terzo pure gualunque,

B osservi inoitre che, mentre quegli o' spazi a &k dimensiori seno
punteggiati proiettivamente dalle «* rette suddette, dune gualungue di
queste sono anche punteggiate projettivamente da guelli. Giacche, se Sy,
& lo spazio a cul appartengono le rette A AL, .., A A, (ad es.), ogni
8., ¢he lo conginnpge con A", della retfa A, A', contiene S, {contenendone
k4t punti indipendenti A”,, A", , .., A",) e quindi contiene anche A
di Avpa A'pyr onde le punfeggiate di sostegni A, Ay, Apyr A'vy, descritte da
A"y, A'yyy, al variare di 87, in quella ', sono prospettive, essendo sezioni
della stella (fascio) di S,y che ha per sostegno I’ 8,,_, suddetto.

La varieta {a k |- 1 dimensioni) riempita da quegli o' spazi a k dimen-
sioni od anche da quell’ «* rette, pud considerarsi come la generalizzazione,
in un cerfo sense, della rigata guadrica dello spazio ordinario,

9.~ Dal teorema dimostrato nel n.* precedente deduciamo subito
che, aimeno aumentando convenientemente le dimensioni dello spazio am-
biente 1}, ogni omografia fra duc spazi S, ed 8, nown indipendenti pud
considerarsi come il prodotle di due prospeftivita, Infatti si aumenti, se
oceorre, la dimensione dello spazio ambiente, tanto da poter considerare
un terzo spazio 8, indipendente da 8,: e si stabilisea arbitrariamente
una prospettivita tra 87, ed 8',. Ne risulta una omografia tra " ed S,,
che, per il detto teorema, & senz’altro una prospettivitd: quindi, come
volevasi, |' omografia considerata pud ettenersi effettuande successiva-
mente due prospettivita. Se a queste si vogliono sostituire prospettivita
da punti, ia dimoestrazione fatta mostra che ne pud occorrere un numero

') €id i fa, nel modo pit semplive, accreseendo i namero delle ¢oordinate,
¢ considerando lo spazio dato come unc spazic fondamentale del nuove spagio

{ ambiente,
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<7 k-4-2. Ma su ¢id, senza accrescere ia dimensione detlo spazio ambiente,
si troveranno nei due n. seguenti risultati pit precist.

10. — Cominciamo dal notare che, se due spazi 3, , %), sono prospettivi
e st tagliano in un 8,, i punti di questo §, sopo uniti. Viceversa: — Se
due spagi Sy, S, sono omografici e st tagliano in un B, (0 h 7 k—1)
tutto di punfi uniti, €sst sono progpetiini —.

Supponiamo dapprima che sia A=/l—1. Altors un 8; di 8§, esterno
all' S, ,, intersezione di 3, ed &, . incontra §,.; in un punto che @
unite: quindi guesto S; ed # swo corrispondente 8, di ¥, 51 taghano e
sonp prospettivi. Sia O i} centro di prospetiiva, punto esterne ad B, (e
parimente ad $7,), altrimenti ogai raggio proiettante quindi anche &)
giacerebbe in S, e per conseguenza in 8 ., ciod coinciderebbe con 3
(contro P'ipotesi che questo sia scelto esternamente all’ 8,._.). Projettando
S8, da O sopra S, si stabilisce fra 8, ed ¥, una prospettivita in cm T
& di punti uniti e ad S, corrisponde §',: ne risulta quindi, per la daia
omogtafia, una corrispondenza omografica di 8, {ad es.) in s, la quale
deve essere Didentitd, perchd in essa S,., ed &, sono umiti punto per

punto {n. 6). Adunque I'emografia data coincide colla detta prospetiivita. .

Adesso supponiamo k qualunque (O b k—1). Sieno Aug, Bages
vr y O, & — B 5pazi 840 condotti per I'S, nell’S, ed appartenenti a questo
~ Spazio, e sieno At o Bogry ey O 1 k—h S44., corvispondenti per

Tomografia data, i quali passeranno pure per I8, ed apparterranne ad
§'.. Allora, per il caso precedente, A.y ed Apyr s Bap @ Blagr s oy Cosr ©
- sy, sono prospettivi da eerti punti Oy, O;, ..., Ons © lo gpazio, 2 cui
- guesti appartengono & un 8., ;. Infatt, se 0,, 0, ..., O appartenes-
gero ad un Si_...i(i>0), questo spazio, conginnto con 8, darebbe un
8., . . {al pin), che dovrebbe contenere A'uys, B hgs s oo s Crge © quindi

 anche &, . il che non puo essere, perché S, ed §', appartengono ad un

o Bay.x. Per una ragione analogs 'S, _,, eni 0, 04, .., Onn apparten-
- -gono, non ha alcun punto comune ¢oun 8. od 8. 8i pud quindi proiettare,
in 8,, ,, lo spazio S, da 5, .. SOpra 8 si ottiene una prospettivitd
111 eui 8, & di punti unitt, ed in cui evidentemente si corrispondono
s Aw: o A'iis Bops € Byt ey Cuga © C',pi- Se ne conclnde, come dianzi

~ {per il n. 6), che questa prospettivitd coincide eolla Gmﬂgi*ﬂ.ﬁa data. Si
“avverta poi che la prospettivita stessa & gostituibile con k— k prospettivita

.1 da punti.
k... Correlativamente: — Due stelle, i cui sostegns Sy , 8w appartengano ad

-
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/ v un S, sono prospettive quando futli gli iperpiani comuni alle due stelle,
" cio passanti per 3., sono uniti.
11.— Dimostriamo ora che due spasi S, , 58, omografici e non coincidenti
possono dedursi Funo dall’ollro al pist con k +1 prospetlivita de punti. Sia
A un punto generice di 8, ed A’ il suo corrispondente di §',: e suila retts
AL, esterna ad S, ed S, prendasi un punto O diverso da A ed A'. Si
proietti 8, da O sopra uno spazio 87, dell' S, ,,5:= 08, avente il punto
A eomune con 5, ma distinto da guesto spazio. Per 'omografia data risul-
teranno 3, ed &7, omografict ed avranno unite il punto comune A, Prendasi
allora una retta » di 8, generica per i punto A e sia +" la retta corrispon-
dente di §”,, pure passante per A; le due punteggiate », ' saranno pro-
spettive da un certo centro O {esterno ad S, ed §".): quindi se da O si
proietta §", sopra uno spazio 37, dell’ 8,,, == 0’8", , passante per r, ma
distinto da 3., risuiteranno di nuove 5, ed 8™, omografici ed avranno
unita punto per punto la retta ». Cosi continuando {cioé facendo passare
per » un plano generico di 3, e pot considerando ii piano corrispondente
di 87,; ece.), si arriva alla dimostrazione del teorema, perché st ginn-
gerd infine a due spazi omografici 8, ed 5§ che avranno unito punto
per punto lo spazio S._, secondo cui s’ intersecanc: e tali spazi sono
prospetiivi da up punto {(n. 10}, f71i spazi successivamente prospettivi
sono 8,8 ,8"., .., SEt". 8,. Le prospettivitd {dx punti) sono k+1:
i riducono a kA se 8, , 8, hanno un 8, di punti uniti comune, perchs,
ripetendo il ragionamento precedente, si pud partire da due 8,,; eorri-
spondenti di 8, , 8, passanti per I'S,, cioé da due 8, prospettivi, ecc,
. Notisi che occorrono pure k- k prospettivitd da punti se ' 8, di punti
s uniti & spazio d infersezione di S, , ¥, (n. 10}). Perd, quando quest’'ultima
condizione manca, cioé 8, , §', appartengono ad uno spazio di dimensione
< 2k--h, non si pud pid sostituire alle X ——% prospettivita da punti una
soia prospetiivitd da un S,_, ..

Infine st osservi che, avendosi due spazi omografici ¢ coineidenti S, ,8',,
proiettando §', da un punto O sopra un altro spazio 8", (dell’ Si1 =08},
81 dednce da cid che si & ora dimostrato, oceorrere peor il passaggio da

8, ad 8§, al pia & - 2 prospettivitd da punti (in conformita al n. 9).
12, — Bieno M, N due punti di uno spazio 8, ed M', N’ due punti
di un altro spazio §'.; e sienc riferite omograficamente le stelie M, M’
g le stelle N, N', colla restrizione che le stelie M N, M' N sieno riferite
L in una sola omografia subordinata di amendue le dette omografie. Dico
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che esiste una omografic ed una sola fra 8, ed 8, nella quale le considerate ¥
omografie sono subordinale. | a
Per dimostrarlo si estende immediatamente il ragionamento che suol
- farsi nell'ordinaria geometria proieftiva. Ad ogni punte X di S, esterno
lla retta MN si faccia corrispondere il punto X' di 8. comune alle rette
delle stelle M’ N’ che corrispondono alle MX | N X (rette certo incon-
trantesi, quando »>>%, per la restrizione suddetta): il qual punto X'
sari pure esterno ad M N'. Viceversa, dato X' & individuato X. Be X
descrive un §,., per M {o per N}, Y’ descrive manifestamente un 8§ _,
per M {0 per N'); e, se descrive un S, . non confenente M, N, 8i sta-
bilisce una prospettivitd fra lo due stelle M, N, onde nasce una nrojet-
vivita fra le stelle M, N', anzi una prospeftivitd per la ricordata restri-
zione e per il secondo teorema del n. 10: e quindi X’ deserive pure un
8. che prendiamo corrispondente a queli’ 5. .. 8i completi ora la
cortispondenza fra punti, osservande che gli 8,_; per un punto X Gi MN
{diverso da M, N) devono avere per corrispondenti 8',., per un punto
i X’ (che si dird corrispondente ad X) di M’ N, perché ad » iperpiani gene-
~ riei per X non posseno corrispondere ¥ iperpiani individnanti un punte Y
esterno ad M'N’ {altrimenti, per cid che si & detto, anche queli dovrebbero
individmare un punto esterno’ad M N}, 5t ha adunque (n. 4) una omografia
fra i due spazi S, , ¥ . che soddisfa alle condizioni imposte e che, dalla
fatta costruzione, risulia essere la sola possibiie, perchd & chiaro che qua-
hnque omografia avente le date proiettivitd subordinate si puo costruire
4 nel modo esposte.
S Si noti eche questo teorema ed i successivi, valgono anche per e cor-
.- relazioni, facendo soltanto un opportuno cambiamento di denominazioni
%;.'{cfr, . 5.

PP L LI PP PP T Ra-F Pl B

*

s 18, - Segue che, per riferire omograficamente due spagi B, , ¥, s -
L " possono scegliere v+ 2 punti qualungue & 8, ,r-1 dei quali non sieno

1 mai i un iperpianc ¥) ed attribuir loro cone corvispondenti v -2 puntt

_f'_;-'::g_fjgif:.gz.gf-_ di §, pure quolungue ma assoggettati alla stessin econdizione. Ne risulta

fra S, ed 8. una ed una sola omografic.

| Poichd il teorema & vero per y==1 (n. 1), si dimostrerd che & vero

© " per qualungue valore r, ammettendolo per valori inferfori ad r. Sieno

—_

Y Cosifasti » + 2 punii si hauno prendende r+1 punti indipendenit poi un
{4 2pst=e punto fuori degli » -1 iperpiani determinati da quelil presi ad r ad r.

5t
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P.,P,,..., P ipuntidati di 8,; P, P, ...P ..t loro cﬂrﬁapﬂndanti
4 +

di §.. S8i riferiscano omograficamente le stelle P, , P, {ad es.) facendo

corrispondere alle rette PoPy, ..., Pyl ynle PP, ..., PP,y ed anche lo
stelle P, . P, (ad es.) facendo corrispondere alie rette PPy, ..., P\P.yy
le P, P,,.... P ¥ .. il che si pud per I'ipotesi fatta. Ne deriva fra le
stelle PP, , P, 7, una sols omografia subordinata in cul ai piani P4 P, Py,
o, P, PP, corvispondono i piani PP\ P, ..., PP P . Applicando
adesso il teorema del numero precedente si arriva subito al risuitate.

14. — Si pud estendere ora facilmente il teorema del n. 12: cioe si
pud dimostrare che se 5, ,5,.; sono due spazi indipendenti di S,
appartenenti quindi ad un Sypr.., ed §,., 8, due spazi pure indi-
pendenti di 8., appartenenti quindi ad un ’%’h_;,h,,_; h<lr—1,k :"*-rm-l

riferite in una sola ﬁmﬂgraﬁa subﬁr{imatﬂ delle due precedenti, esiste
una ed una sola omografio fra 8, ed 8., nella quale e considerate omo-
grafie sono subordimale, ;

Infatti un punto X preso genericamente in 5, mng:untn con St
da un 8,,., nel quale giacciono gli 8, , S, congiungenti X con ¥, Sa.s.
Per le date omografie ad 8, , S, corrispondono in 8§, spazi &, , 8, gia-
centi nell’ &, {mon nell' 37,4,.1) corrispondente all’ Sy : onde 8§, , 5,
hanno un punto X' comune che si fa corrispondere al punte X. Se X
cade sopra S, , {e analogamente sﬁpm 8,4, il suo corrispondente X' cade

nel punto in cui 1", delia stella §'.., corrispondente all’ 8,=X8;_,,
incontra §,_,. Fd ora bhasta prendere in 8., 8., rispettivamente A
panti M ¢ & punti N indipendenti e poi, in 3, altn § B k42 punti
» ¢che cen quelli formino r—+ 2 punti ad r+1 ad r--1 indipendenti’).
I loro corrispondenti che direme M, N, P’ sono nella stessa condizione;
perche, se (ad es.) i punti M, N ed r—A —%+1 del punis P fossero
in un §,_,, nel corrispondente S, ; {per la omografia delle stelle 8,4,
S, 1n.1} dovrebbero trovarsi i corrispondenti di guel punti. Dopo cio ¢
evidente che l'omografia individuata dalle »+2 coppie (MM), (N N, (P P)
& "unica che soddisfi alie comdizioni poste.

15 simi] modo si vede che, avendosi due spazi 8, , 8, di 8, , 8,

individuati rispettivawente dai punti Py, P, .., PP, P, Pl e

e e R R A e | PR AR

Y Cfr. nota precedente.
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considerando gli spam N;*_;,‘-}‘ t, {i==0, .., k}, individuati rispettiva-
mente dai punti Po, o, Pry s Pigrs o s B3 Ploy e o Praay Pisasoer, Pa,
se ls k+1 coppie di stelle 852, , 8%, sono riferite omograficamente colla
restrizione che una sola omografia fra le stelle 8, , 5, sia subordinata
delle i +1 i}recedenti, esiste una ed una sola omografia avente queste omo-
grafe per subordinate.
[nfatti, prese un punto X generico di -S,,, si considerino ghi 2 +1 spazi

ad % dimensioni ché lo proiettano dagh 8y, {==0,1, ., A), essi sono
tutii neil‘ S,i1 che proietta X da. B, : quindi gh k—i—l spazi ad A di-
mensioni ad essi corrispondenti nelle omografie delle stelie SN
per ia restrizione suddetta, giaceranno nell’ &', ,, corrispondente alt’ S,.,,,H
nellomografia delle stelle 8, , 5. Essi avranno quindi un punto X' co-
mune che si fa corrispondere ad X. Se X cade in un punto P.it=0,1, -
.., &y, il suo corrispondente X' cade nel punto P'.. Ed ora agli & punti
" P, si sggiungano r—Ah 42 punti cosi da formare r-+2 punti che ad
copeel ad ¥+ 1 sieno indipendenti: 1 loro corrispondenti verificano la

. stessa proprietd; e le -2 coppie di punti cosi ottenute individuano

7 tma omografia soddisfacente alle condizioni stabilite.

. 16. — Snlla determinazione delle omografie (o eorrelazioni} aggiun-
""-f"-__;':-,':gasi anche la seguente proprieta: — Se si ho una omoyrafia fra due
gelle S,_, 8., di 8., 8., esiste una ed una sola omografia di cui quella

i & subordinate e di cui inelfre sono assegnate genericamente v+ 1 coppie
i puﬂ#i corrispondenti, su altreftante coppie, pure prese genericamente, di

Eh, . corrvispondenti delle due stelle omografiche.

Infatti, se &i indicano con (PV) le dette » +1 coppie di punti, sieno
L ﬁ 8., gli spazi determinati rispettivamente da r—Ah dei punti
P ¢ dai loro » — b punti corrispondenti P". Si riferiscano omograficamente
la due stelle S, ., , %, ., assumendo come coppie di iperpiani corri-
" ‘spondenti le k-1 coppie di iperpiani che congiungono rispettivamente

L

.. ) " . " .
b . E ) . - St )
AT SN SPPTR

S,_.“ , &, _,.; ai rimanenti y 41w {r—Hh) wk—}*l punti P, presi ad A
@@aﬁ h, e ai loro c{}rrispﬂndenn P': e come (A+ g)esims coppia gl iperpiani
a0 B =8, 08, B =8 &', .. Dopo cid si applica il teorema

L LA e

gl n. 14, la restrizione ivi indicata essendo ora verifieata dal corrispon-
| #}&rsi questi ultimi due iperpiani.

17. — Abbiansi due spazi omografici distinti 8,,%, esiano A,, A,
"ﬁ‘ - S r+‘?’ pnﬂtl qualunque del prlm{}, el quﬂh mai r+1 sl trovine in
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Se si prendono in S, per vertiei della piramide fondamentale i punti
A, Ay ..., A, e per punto unitd A .., & analogaménte, in &', si prendono
Ay, AL, A, per vertici delia piramide fondamentale ed A’ per punte
unitd, e se inoltre si indicano con &, &y, ., & le coordinate correnti
in 8. On ¥, ¥1. - ¥ quelie in S, cost ehe A, A (i==0,1 ., r)
abbiano le stesse coordinate (cioe tuite nulle meno 1'iesins} & evidente
(n. 2) che le relazioni ’

\J £ ﬁ ‘:} D LR T '“‘-""'M-n- -.3""-:é~.- ﬂ:i e yi (i e G H 1 5 " r}
] ﬂ: v W - ﬁ-{_&-"ﬁ .
&

i

~ stabiliscono fra S, ed S, una corrispondenza omografica, neila quaie Bi
corrispondono i punti A, A (B=0,1,..,r+ 1) Tale corrispondensa
coincide quindi {n. 13} con quella ¢id supposta fra B, ed 8., D altra
parte, se si cambiano negli spazi considerati le piramidi fondamentali,
le antiche coordinate si esprimomro per le Ruove linearmente ed om-
geneamente: dungue segue senz'altro che: — Analiticamente una coryi-
spondenza omografica tra duc spast S, , S, si traduce in r-1 relaziosi
lincari omogence 6 coefficienty costanti tra le coordinate di due punti cor
rispondenti; precisamente, detle Ly, 1y oo s Xy le coordinate di un punto &
S, ed Yo, Y1 e s Yo quelle del punto corrispondente di 8, st hanno fra ¢
esse delle formole del tipo

L LAY

{1) ;bih &y ?;ﬂﬂm Y {1i==0,1,.., r}

essendo 1) [b,-kizi:f{} , Lol £ 0 od anche, pin semplicemente, del tipo

ko1

{2} IR :Eﬂﬂﬁm {iﬁﬂslw-w"}

o essendo un fattore di proporzionalit ed avendos? inoltre au % 0.
g Ad analoga conclusione si giunge per una correlazione, dando alle o,
e (ad es.) il significato di coordinate d'iperpiani.
: 18. — 8i & veduto che, prendendo convenientemente le piramidi forr
- damentali, le formole dell’omografia fra due spazi distinti 8, , %, possony
ridursi aila forma (canonica o ridofte)

2

i

AR A

m{myi {i‘mﬂ,lli#; ,“r);

o
P e,

1} Colla serittura [bia| (@ similmente [aix|) si indica, come & noto, il deter-
Iﬂiﬂﬁﬂtﬂ zi bﬂ]bll *rr b-rr *

R Y
T L
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Similmente steno
g e g®, (i==0,1,.0.,0)

le formole dell’omografia fra due altri spazi distinti S*,.,8¥, ad r dimen-
sioni. Per le trasformazioni omografiche di S, in 8* e di 8, in 8%, date
rigpettivamente dalle formole " | -

miﬁff 3 yf=§/*1:

la prima omografia si trasforma nella seconda. Cib si esprime dicendo:
— Tulte le omografie (e analogamente le correlaziont) fra spasi distinti ad r
dimensioni sono proiettivamente identiche, — 11 che significa che: — Una
omografia (¢ parimentt una corvelazione) fra spadi distintt non ha inva-
_rianti assoluti —. o
“ " ¥§. _ Sara utile notare altre formole, le quali, come le (2) che scri-
vereme semplicemente cost

{3) pa:,-mz;zikyﬁ (6==0,1,..,7,

DOSSONO servire a rappresentare un’ omografia. Intanto, se con A, 8
indica il complemento algebrico di a; nel determinante la,| e con o
un fattore di proporzionalitd, dalle precedenti risolute rispetto alle ¥,

) {4} O ﬂz.ﬁ.xi Ty {iﬂ{} N R f} .

Le (3) {(4) corrispendono a due modi diversi di concepire una omografia,
¢iod come passaggio dai punti di S ai loro corrispondenti di S, ovvero
come passaggio da questi a quelli: i quali due modi si indicano come
due omografie di cui I'una & inversa dall’altra. Se P'una si indica con
Q Paltra si indica con Q7. 1 loro prodotto & 1'identita.

* fnoltre, se con &, & .., §, indichiamo le coordinate di un iperpiano

et qualungue § di S, passante pel punto = di ecoordinate xg, &y yen, Ty 81 ha, .
"
Z'ﬁi 2, =Q
. .{i:lr _.-\. 3 ) : “"“'_\Ix __:F- - _" ...... )
i e quindi, per le (3}, - ' i B W T A AR REEI

(5} Xﬂ;k%i y{;ﬂﬂ y
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e similmente, dicendo y un piano per y si trova, dalle (4},
{6) . E-&himﬁ,ﬁimﬂ-

Cosicche, se diconsi comiugefi un iperpiane di 8, (¢ di 8') e un punto
di ¥, (o di $,) guando il punto corrispendente al punto giace nell’iper-
piano o, cid che & lo stesso, l'iperpiano corrispondente all'iperpiano passa
per il punto, la (5} (o 1a {6)) lega le coordinate di un punto di 8, (o di
S,) alle coordinate di ogni iperpiano coniugato ad psso di S, (o di 8,
La (5), supponendo fisso Piperpiano §, ciod fisse le sue coordinate &;, &
soddisfaits dalle coordinate dei punti ¥ coniugati a § ed & quindi ' equa-
zione dell’iperpiano, che diremo 7, di §', corrispondente all’ iperpiano
£ di 8, onde le coordinate di v sono

{7) 5r'f}£m§ﬂa¢5k (he ), 1, .., 70,

o essendo un fattore di proporzionalitd. Parimenti dalla (6) si vicava
{3} f}?aiﬁzﬂih'ﬁ'h {iﬁmﬂ,l,...,f}

che si ottengomo anche, risolvendo le (7}. Le (7}, (8} formano le cosi-
dette sostifuzioni frasposte delle (3}, {4) rispetiivamente.

Si hannoe considerazioni e formole analoghe per una correlazione.
;;!5‘ 2{1 e 3 vﬂghﬂn}n ora studiare le corrispondenze definite dalle formole

:, "xl"'..i"'-.
*

E}\&H B - Py mz‘ ir¥ fi=0,1,..,7)

" nella ipotesi, esclusa fin qui, che sia il determinante L@ =0 eorrispon-
denze che si diranno emografie (v correlagioni) singolari 1}, e precisamente
. di specie b se il dette determinante ¢ di earatteristica r—h+1h 21}

1) Supponendo che nelle formole

Efimiﬂhmz:fnhyh (f==0,1,...,7)

h :
5”*
- sig nullo soltanto uno dei determinanti jaa}, [P l, s1 ottiene da esse una omo-
L grafia ﬂinga!are della natura di guelis che qui si vogiiono considerare. Se invece
: lagn )= by |==0, la corrispondenza da esse determinata si pud dire ancora omo- 3
[

grafia smyaiam, ma & di natura diversa dalle precedenti. Cfr. DeL PrETE, le
corrispondenze proietiive degeneri (Rend. Ist. lomb., 30 (2), 1857 )
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Per semplicita indichiamo con un solo simbolo ciascuna delle forme
lineari dei secondi membri delle equazioni precedenti, cioe poniamo

* #

ﬂ;mzﬂ;;yg {imf}, 1 t"*jr}*

Per essere v — b+ 1 la caratteristica del determinante di gqueste forme, se
ne possono prendere fra esse soltanto r — 2+ 1 linearmente indipendenti *):
quindi, se supponiamo, per fissar le idee, che tali sieno e #,, % 1oy ey
le equazioni suddetie possono seriversi cosi:

e =
_ LRe8 — . ful: ?
) lema = s
:-‘ :I:r_h-t-] — }‘ﬂﬁ f“ﬂ‘+ l'ﬂl ﬁl + bl + lﬁt rrauk H’"“"“F‘

| [+, == b 1.0ty T ALt e e A pg et B

 indicando con lo A delle costanti opportune. ['n punto y qualunque del- ¢
; . . T, . o el e *_::._,‘!_.:l-.. 1_5".:-;{":5-\._-"""-'-"'-- .\,__‘-? f .
i I’ 8, di S, , rappresentate dalle wy==0,u,==0 s ¥, == 0, apnulia .
.« Colle sue coordinate tutii i seeondi membri: onde le coordinate del punto

:-'--*s:_:;%._ﬂ&ﬁ

Hﬁ’aam corrispondente sono date dalle oz, =0 ({i==0,1,..,7}, per le quali
| deve egsere o==0 e quindi il punto x indeterminato. Cowme prima pro-
_Jrieta dell'omografia singolare di specie h abbiamo adunque che:— Esiste

1

o L ik

) ¥ . i R
o spazio ¥y, detto spazio singolare, ad ogni punto del quale gl ot

-

: & K ﬂdﬂ.,...{} Srr RO FPOZU0 D gy, GO0 SPHLETG SO Ve ST AT e
% corréspondono tulti penifi di 5. . QETYRN. P A
':_-E SR S — o s e TR A e e ane e N ey o {.

“+ . Prendasi ora un panto y fuori di &, tale ciod che per le sue COOK-

dinate e g, Uy, ey ¥ros HOD gieno tutte nulle. Le stesse formele (8) - .

“«Mostrano che il punto corrispondente giace in un certo S,mf"‘d?gqi'm
minato dai punti (1,0,.,0 I WU R R (1 6 S O G; pr oy IR
e 0,0, T b e b ..n). Anzi tale punte x non sole corri-

e sponde al considerato punto y, ma 2 tutti i punti y soddisfacenti alle

FEN
LR

—

';,-::'3: . R . . s 5 i R - . R " T [ L X R
’ gg dr ok d L d e Eoneniaal s T - P41 .oé_..@-.;,,fm a.ﬂw-z{vﬂ.-m K s LA PR 5{;_ : ;‘ R ¢
."t. i - . " S i?_. :':.:-\. W"’"'-E. . . :_
{ ﬂ' Ty &y Xt ¢ W )
R R
. - ey ¥y thy.—h

| 1y Cfe, Caretia I, ¢ n. 440,
wﬁ Eﬁ:"- SR T . h, A ER P 5] ja*'-h 4 Tubps g Ty Ty
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g g ot N .
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T
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* 0
i
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o

ciod (supposto, per es., #,+0 e quindi 2,%0) soddisfacenti alle

. . - TR ]
e R T e B T

e s

.- "
©
i
.
i
£
i
E
:‘.
i
2
?‘i
=i
.
fo

o2y =ty Zy =0 , UgPo——thaly =0, ..., T, = U Ty =0,

che sono {come subite si vede per indipendenza delle u,, 4, ..., 84, ) r ~ A
equazioni linearmente indipendenti ¢ quindi rappresentano un 8, che i}
passa evidentemente per lo spazio singelare 8',.,. Per conseguenza:
e Hgiste nell’ 8. uno spazio 3, .., detlo pure spazic singolare, ad ogni
punto del quale corvigpondono tutti i punti di un §'; passante per lo spazio -
singolare 8., di 8'.. .

In tal mﬂdﬂ viena stabilita una corrispendenza tra 1 puﬂt.i di S...-

Lig .'.:::.! A

Ty

\ && gmmfignm & una mnoymﬁﬂ (non singolare). infatti 1 vaiﬂr: dﬁﬂﬁ

......

P N T
P L Ty LI

i

e,

Uo , W1y err s Wy POT le coordinate di un punto y esterno ad 8., somo, |
per le {9), coordinate omogenee o Srﬁ_hgdel punto x corrispondente ad %
y, ma si possono anche comsiderare come coordinate omogenee, nella
Jo 3w vy g, Stella 8.y, dell’3'y, che passa per y: il che si giustifica, ad es., colla tra-
sformazione di coordinate {in §',) data dalle formole

By =Wy, & W 4 sy #Fpsp T W p ) Ty T Prpgt y v, S = W

%53;

o L e LT L I

.ﬂ, s @1 s eee s Brt {mﬂe 23 u,} P ,,_,,_} SOTLO mﬂrdmate nmﬂgﬁnﬂe dei
punti dello spazio fondamentale opposto od anche degli 8, che passano
per essi e per I' 8., suddetto.

‘——f 21. — Le cose precedenti, che possono facilmente invertirsi, forni-

4 , BCORO Ul mezzo ben semplice per costruire una omografia singolare di

;gﬁ,”f specie h fra due spazi S, ,8 .. B5i prenda in 8, uno spazio qualungue
ad r— Ak dimensioni, S,_,, ed in 8§ una stella, il cui sostegno siz uno
spaziec gqualunque ad A -1 dimensioni, §,.,; poi si stabilisca upa
omografia (non singolare) perfettamente arbifraria tra lo spazie S,_; e
la stella S',_,. Allora si ha subito una omografia singolare di speecie A
fra i due spazi 5,,8',, quando ad ogni punto dell’8',_, di 8, si fac-
ciano corrispondere tutti i punti di S, e ad un punto di &', foori di
§'\.:, si faccia corrispondere quel punto di 8., che, nell’omografis
(non singolare) ora detta, corrisponde all’S",, della stella ¥, _,, pa&s&nt&
per il punto. |
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T AL U

Hy ... : "
&
o
.
F
X

2
e
;}. L
B
g
I
5
5
HE

i

:

¥

1

ARl s e e e e
R B e L e P e SR

e e e . .
_-_'--'-_1,\_;;:-';.:.;3';.;..'.'.-\.-.:. sartn ittt .t
e et e e e e



- B — (CAP. 3 0. 28]

;- 29, .. Delle formole del n. 19, dedotte dalic {3}, le {3} (7) vaigono
. anehe se la,,}= 0. Facendo sulla (7} 1a discussione precedente si arriva
ad un risultato correlativo a gquelo oftenuto, ciot si trova che in una
5 omografia singolare di speci h fra due spazi S, , 8, esistono due stelle
i singolari diperpiani L, ¥ .. Ad ogni wperptany di ¥, _; corvispondono
futti gli iperpiani di %' ¢ ad ogni iperpiano di X', _, corrispondone in S,
tufti gli iperpiont di una stella L. contenente T, . Di piu la corrispon-
denza che in tal modo vien fissata fra gli iperpiami di Y., e le stelle X,
passanti per L., & und omografia (non singolare).
; Tuttocid segue subito anche direttamente dalle proprietd del m. 20.
Invero un iperpiano di 8, che passa per S, e quindi contiene i punti
© di 8. cui corrispondono tuiti i punti d4i 8., ha per corrispondenti tuttl
gl iperpiani di 8, mentre un iperpiano che tagh 5,., in un S, s D8
iz. per corrispondente un iperpiano della stelia 8 (luogo deght §', di que-
7 sta stelia corrispondenti ai punti dell’ $,_,., neil’ omografia detta nel
n. 20): e questo iperpianoc non varia se quell’iperpiano varia passande
gempre per U S, Donde si deduce anche che il sostegno di Xy €
lo spazio singolare 8., ed il sostegno di ¥ ,_, ¢ lo spazio singolare 8
ed inoitre che U'omografia (non singolare} del n. 20 coincide con quelia
indicata nel n.® presente, gli spazi corrispondenti delfa prima essendo
i sostegni delle stelle corrispondenti della seconda.
¥ 23, — Per avere la rappresentazione analitica di una omografia di
f:;?’{;;{ ‘specie & in forma semplice (forma canonica O ridottn} si prendano, per
es., i vertiei A%, A% A, della piramide fondamentale di S, neilo
spazio singolare S, e gli altri Ay, Asgrs e A, comungue {fuor di
§,_): e allora nello spazio S, si prendanc per vertici della piramide
h':":':":}f;;_;_-;._-fﬂndamentale punti corrispondenti di quelli, ciod A, Ar,y .oy Ap CO®
munque {fuori di S...} ed A, Ay, Ay i B corrispondenti ai
Copunti Ay, Al ey A L formole dell’omografia assumong, come nel
¢aso generale, aspetto p @y =¥ (4=0,1 .., ‘ma ¢' & da introdurre
13 fatto che, quando sia ¥ =¥y = = Ve =0, le . sono indeterminate,
oeiok p=0, it che esige =0 (=0,1,, k- 1). Di pit, seelto in §,
| g {ad es.) un punto unita U, se U @il suo corrispondente {in 3, .}, per punio
%E 4nitd in 8, si pud scegliore un punto generico dell’ Sp==UAcAr . Ay
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dopo di che risulta a,;=1 (i=%,h+1 ,..,7). Le formole sonc adungue *)

cxi=0 (i==0,... h—1)
=1 {i‘=h1'"1r}'

.......

wna tale amaymﬁa RO F.s-a tﬂﬂaﬂmt ﬂssoluh

24. — Come gid avvertimmo pid volte, per le correlazioni fra spazi
distinti non v’ & che da cambiare denominazioni. Una correlazione singo-
lare di specie h fra due spazi distinti S, , S, possiede in essi rispetii-
vamente due spasi fondamentali S,_; , 8',_; cost che ad ogni punio i B, _,
(0 di §._1) corrispondome twiti gli iperpiani d&i 8, (o di 5,). Inolive ad
ogné punto esterno ad S,_, (ad es.) corrisponde un solo iperpianc per 8, _,,
ma questo iperpiane corvisponde a tuiti i punti dell’ S, che congiunge quel
punto all’ 8, .., Viperpiano e I' 8, corrispondendosi in una proieftiviia non
singolare (nella quale pure corrispondons gli ¥, passanti per S, ., come
inviluppo di iperpiani, agli dperpiani passanti per S, .;, come luogo degli
8, ad essi corrispondenti): ece..

[TeY

) Quindi, indicando con o, un punto 4i S, e un iperpiane di ¥'. coniu-
gati, 1’omografia di specie & & data anche dali’equazione

2 Ba 4 ®nga Bngt b oen 2, 5 =0,

che § 1a (b} del n. 19 nel presente cago.
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CarrroLo 4.°

Omografie d1 uno npa.zin ], in seé.

% 41, — In una omografia ¢ fra due spazi sovrapposti 8., 8, & fonda-
mentale il problema della determinazione dei pumti (o iperpiani) uniti
" eioé di quei punti {o iperpiami) che coincidono goi loro eorvispondenti,
" punti (o iperpiani) che sono pure uniti per Pomografia inversa Q.

i Sieno, riferite alla stessa piramide fondamentale e alio stesse punto
umta % Yy le cﬂﬁr{imate ¢i due punti ﬂﬂ!‘!‘lﬂpﬂﬂdﬂﬂti g siano le equa—

o (1) s m}:ﬂﬁyh =0, 1, ..,
k

Le coordinate dei punti uniti sono date dalle

(2) [ == z‘ Bix Tx s
o ile quali esigono che 8ia L0, . . . w ser Wy TR [
B
- L by —p iy ean By,
: [ iz =05 +.. Oy, .
L !
*ﬁ;’a ’ :."‘._ . - . L 3 . [ . - r
T
Ry %) asr Gy —fi

f Per ogni valore di  soddisfacente a questa equazione, le (2} essendo
I'mulublh con valori non tutti nulli delle .. el

. Per procedere con chiarezza suppumamn che 1 Equaﬁmnﬂ I}{p} ==
abbia m radici distinte ¢, p",.0, " (m < r+ 1), e indichiamo con » - ;&“*+1
A >1) 1a caratteristica del determinante D" ciot del determinante
N_'.'-'-ﬁ(e) ia em ai é poitn p== i), Cid axgmﬁua i}hﬂ p{"” amnulla tutti }\%n‘uuun

*!‘- " {:: o . w i : sl
. iy . : 1 . S L]

e e

Rt
AR ?%R.. .
FERR A

FPIE
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[Car. 4o B 12 — 4 —

di D{e) di ordine r—a"-+2 e guindi tutti quelli di ordine superiore:
anzi, perché 1 minori di D) di un ordine qualungue hanno per derivate
combinazioni lineari omogenee dei minori di un ordine immediatamente
inferiore 1), la radice /"' sard radice almeno doppia di tatti i minori
(eguagliati a zero} di ordine y B+ 8, e cosi, l%iﬂra:iendﬁ, sara radice

L

multipla gimeno secondo 1 dell’ equazione D(p) ==0. Segue di qui che

e che, se vale il segno =, I numeri WK, ..., K" sone precisamente le
multiplicitd rispettive delle radici J 0, o™ di Dip)==0, mentre, s¢
vale il segno <, uno almeno di quei numeri ¢ inferiore alla moltiplicita

della relativa radice.. x

D' altra parte, per essere r—REU41 la caratteristica di D ('™, il #1-
stema {2} si riduce a sole r— #7041 equazioni limearmente indipendenti,
ossia & soddisfatto dalle coordinate di tutti i punti di un 5,a¢ Dunque

alle radici ¢, ", ..., /™ dell’equazione D(p} == 0 corrispondono altrettanti

spazi di punti gniti ad A—1, A" —1, k1 dimensioni, che indi-

. RS- RSP IE B LT Pamesmm——at g

cheremo costantemente con S,. S, ., ..., Sy, e diremo spage fonda-

eedranadamres om e el =

e

) e o we et
EF e

ﬁi?ﬂeﬁﬁiﬂﬁiﬁﬂmﬁmﬂﬁ__*?,'_Fﬁﬁﬁ!lﬂ.._:‘.i_i.ﬁ._tma unitd non supera ia dimensione

........

delio spazio ambiente aumentata parimenti di una unitd.-
% 2. Sia 8, (g < r) lo spazio a cul appartengono gli spazi fondamen-
tali 8, ., 8, 8= per T omografia data @, ad 8, corrispondera
yno spazio che, dovendo contenere i detti spazi fondamentali, coincidera
con esso: onde, per la @, B, sard trasformato omograficamente in 8&

stesso, In guesta umagraﬁaﬂg]i spazi fondamentali sone tutti ¢ aqlii gii
. 2. nd Aty S e G REAE T g B
spazi S, o Sy s e B0 dvanu{;n&,'-g or T'nltima ossérvazione del numere

& *
T b s 4 i .
Ma (ne12, Cap. 1) K4+ - €+ may Lo std st Losis

E LI

quindi si ha | .i}.l'ﬂ‘i;ri:ﬁ

B b o R g 41,

o

4 Cfr. Capmiis, L c., pag.506, 1.
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Lo . - . 1\, . o " ¥
ossia il teorema di Segres - Gli_spazi_fondamentali g una omogy aficd

e S T TE L na e s b=

- di uno spazio in sé song indipendenti — . 3e pelia (4) ha luoge il segno ==
8i ha g==y, ciod i dett: spazi fondamentali appartengono allo spazio
- ambiente S., ed allora {'omografia si dice generale: mentre, se nells (4)
. ha luogo il segno <7, quegli spazi appartengono ad uno gpazio di dimen-
;.ji'_"' sione < ¢, ed allora Iomografia gi dice particolare ).

" % 3. Ora prendiamo le formule (. 17, Gap. 3°) S
{5} Pﬁfﬁzﬂki‘ih {iz{}slrf"ir}a

che dinne le coordinate di unm iperpiano v di S mediante gueile del-
- Viperpiano corrispondente : di'S. {cine rappresentano V'omografia Inversa
O} ¢ su esse procediamo come sulle (1}: otterremo gh jperpiani uniti
N della omografia. It chiaro che per u si trova la stessa equazione (3) prima
~trovata per pﬁa quindi 'se ne conclnde Desistensa dim stelle indipendenti di.

e ——a . Rmmne el

- tperpiani unity N PP L Indicheremo sempre i sostegni di

L=l PP PP I I B b b

queste stele eon S, Do S, m, e diremo condugat: Who gpazio

S Sh‘ij‘:} e una steila Lo corrispondenti alla stessa radice ' della {3}. 5i SRR

k-1
noti che lo spazio S,_.% {#= 1,2 ....,m e dail'omografia data trasformato
in & stesso, poichd tutti gh iperpiani per eS80 sOnoO uniti.
%< 4, — Per trovare le relazioni che passano tra uno Spazio 8.0 e la

" Stella eoningata X ) consideriamo due punti corrispondenti z ,y 4ua-

¥
..... 1

o lungue della omografia considerata #, sulla loro congiungente, il punto 2,
1o cui coordinate sono fornite dalle formule |

2, = X; 9‘”@; {Iﬂﬂ,lt...,f):

. N .. o .__.-' IF ]
el f7 : TR B R T ;#:;: “;r—;
B '-“l DEI' }E {1}, daﬂﬂ TR S PO deg o - o

a5

8, ﬂzﬂlhyh — gy, {I=0,1,.,11,

?{}lﬂhﬂ il modulo della sestituzione tineare rappresentata da gueste for-
'I'_:"'-ﬂ-f":iI_l!ﬂl&.é D e quindi e 41 caratteristica r— KU1, 18 corrispondenza

_.I-Hﬂ:.

- - 1} Nel te_énrema enuneiato si comprende anche i caso di an solo spazio fon-

EM indipm_idanti}. Allora deve essere, Vomografia non essendo identiea, A<r41,

'?_:-'Fiiﬁin&i l*bi:;pgrnﬁa stessa @ particolare.

b
: Fam i ."%_ - i '-'i*?'l'f’; .ﬁ-%:_.%’_ﬁﬂﬂ. fefh ﬁ‘g‘g_‘i‘_g ke wﬁe’;;::ﬁ,i____rf’-‘--“ar T Y TR ﬂﬁ-ﬁ‘*‘f #;chj ¥
) - £ 7 L ¥ I :

S g z . 5 kb i3 T4 : -

Y . I : : H A HES Sl e e ot .
e St EIlL g ! . E . '\:. I ) o 35 p .::"\-I ] " 3 .;..‘ . R L

e RN R VR et sy R
: wep U T e SRR e
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che sifottiene tra il punto y e il punto z ¢ una gm_gg;ﬁ;;ﬁ_q__ﬁ_i_gg_qﬂl,grg‘" di m
specie A {n. 20, Cap. 3.%). Gli spazi singolari di questa omogratia sono i
S, ed S__ ¢ poiche, per es., i punti dello spazio singolare dello spazio -
desnrlttﬂ da ¥ 8 ottengono daile eguazioni

-
o oy P o i .
i e i g "{ v Fibt el -{':l. ﬁ_s " q:ﬁ‘-’ . .i" - U

i .
;ﬂikyk- amrann {i‘“yg memr £ {Eﬂ{},l ,1..,?"}

%’E;-._ { Rl e guindi S010 i puntt di S,0: e dualmente per Eh.[..'f]i di sostegno S__ ﬁ;
5; Segue che, se y & un punto fuori di 5,1, il punto corrispondente 2 & 3
L yotage, un punto di §,.,0 stlla retta congiungenite y col suo punto corvispon-
-;%ﬁ e | " dente x in EL N {}hﬂ qaeste punto £ non varia quando y varf in un Sﬁ: b 4
u@j ;“;ass,ante ]}EI‘ I wfl e, cﬂnﬁegnentﬁmentﬂ, x vari neil’ 5, { passante pure r“
Ej; YU per 18,14} che ghi corrisponde nella ﬁmngraﬁa Ot . Ricordando inoltre
4 “rng

che # ed 8,10 od 8,01 sono corrispondenti in una proiettivita, si conclude
quest’altro teorema di Segre ) — Due spazi corrispondenti, nella dato

-------

----- omografia, S+ ed 50 ﬂk{: passane per lo spazio f&ndummtaif Sylil, sono
ié g A %ﬁw Hﬂ.@eﬁﬁm d@ wn ptmfﬂ fi{.f:{_gﬂstﬂgﬂﬂ S, dellag stella m}mugu,tm Lh{i} ed

] %f} ﬁﬁ‘&ﬁ?ﬁ‘
?@;‘ gﬁ-&" ﬁ"ﬁgﬂ w-’m

.......

S .!:-{‘]' passaemft per y n; ﬁ ﬁ
¥ ¥

.-'-

{pglq'd_;-a-' *é‘ '5’“*5: L L e e Bt P v,
) fe 3 Considerisi 1‘8 ) mngmngente 5.t} con un punto P’ di un altrﬁ spazm

fondamentale 8,41, punto ﬂﬂﬂﬂssanamtmte esterno ad 3,01 {n. 2) Essendo
%ﬁ?ﬁ%@ ?‘*‘!n-‘ E'-w' %#“”‘#‘lhg'@ e H‘?w_"‘:a-

{ i P unito, V8.0 si trasforma in sé e quindi, per i teorema dimastrato,
%?; %V i le coppie dei suol punti corrispondenti sono jutte allineate con gn punto
o z di 8,_,i9, ossia in 8,00 8i ha una stella 2 di rette unite: ma in 539
anche la stella P & di rette unite (perché ogni retta incontra B0

FEETTR
on R

T
L
R

““dn punto unito): dunque z==P, altrimenti ogni punto di 8,1, potendosi
ottenere come intersezione di due rette unite, sarebbe manifestamente
_unito *). 1 puntl di 8,44 glacciono dunque i S, 40 e si ha il teorema:

- Lo s;m*w ‘%Hm ) contiene tulti gli spazi fmdameﬂmi i diversi da S, 1) —.

pnm

v Neila Nota, Sugli spazi fondamenifali di un’ omografic {Rendicenti dei
Lincei, 1886},
*} Insomma si ha un’omologia di centro P o di asse d’omologia 5,171, di ¢he ..

si dird fra poco {mn. 11},




o E? ""_ " 5 LYt {ﬂﬁ]". 4‘-':!& 5. M}
S i ' £ e

- E’l |::'_ L .:_;5-_:._.;.-:..... —

—_—

- Anzi questi spazi appartengono o no ad S, secondochd Pomografia ¢
- generale o particolare, perché dalla ( } “F‘gﬂﬂ che corrispondentemente
e BT 8 eguxﬂe 0 maggmre della somma d&lie {i]ir_ie;zgiﬂr}i degli spazi

':.;..:_.-';EtEEﬂL "gé R e P o T A
- %5 — Aggiungasi s:he se I'omografia & ﬁlﬂﬂﬁ‘l‘ﬂ]ﬂ 'S, :inon incontra.. oo d,

.':3_:':.'-'?3:* o, Invece, se I'omogratia e partmﬂlare vedremo (n. 15} che ngni SPALED
8 A corrispondente ad una radice ¢/ di D=6, la quale,abbla una

- Tnultiplieita —>#"' {e per uni omografia particolare, giusta il n. 1, eiv v
spazio 8,0 (potenide anche essere A

'f:f'?'-"_"ﬂ"fﬂene almeno una vvz}lta} sega 1o
sitto contenuto in essol. 5
| Sig P um punto comune ad 8,070 ed Do
precedente, P sard centro di prospettiva di due g, corrispondenti pas-

:é':":'.“-sitﬁt.i per 8, e quindi per P, e perd coincidenti, p{“rt’;lli‘ ogni 8, che

" passa per P e per due punti corrigpondenti giace in amendie. 81 ha cioe
U eago limite del caso di dianzi, essia uns omografia di un 8,7 in se, nel
" quale esiste un 8,9 &1 punti uniti ed i punt! cotrispondenti sono allineati

tesso !y, Siccome NON pud esservi nell’ 5,00 al-

:3:5';5;_."_:1:-Eﬂl‘i un punto P ﬁﬂii 8,4
L :_Z_ "d.".-'
s ghn altro punto umtﬁ {pe 1a stessa ragione del caso ora citato), & evidente

. che in 8, ogni §, uscente da P ed esterno all’ 5 “; contiene una mﬁﬂg!‘ﬂﬁﬂ

(1. Per il teorema del n.’

JRCTT AN TITERL e L L T LI T TR e P LT

b T TR @ty e R g e ] e e i e e SRR 0

~ Possiamo trarre di qul una {:ﬂnseguen?a importante, ciog,
'3.';-'j-'_.~j'fj;:ﬁﬂ-udu ad un S. la definizione di omografia ciclica data per un 8, e ri-
ﬁﬁfﬁﬁnd{} che 1na nmﬂgraha fh un E'J:; in s& con un solo punto unito nm;l

esten-

LT SN LIED

T L 1 s i it g e T 8 PO L

:'ﬁdma di un 8. in S¢_HON_PUO ESSErE. puﬂm#ﬁrﬂ I

-,“-\.-cl-l:-c.-.-. I PR Lot b

ﬁlf‘":'- — Dalle cose dette nel n. 4 e dalle analoghe dLlW&ﬂtl dalle {5)
: Zi='.';3&guﬂ subito che, se &,y sono due puhti eorrispondenti nella data omo-
graﬁa Q. i punti della loro cungmngentﬁ ¢he hanno le coordinate

:J:i--«py.‘- C g Yy ) e s BT iy (1= i, ..,%)

-,h

-+ Biseeiono rispettivamente negli spazi S,.on, Sews s S,_a: €, dual-

e e et e L TTT—

entro sta sall'asse 4’ omologia, i1 che sard

;5?.5__ ‘} (iod una omologis in cul il ¢
M ﬁﬂnsldemtn in seguito.
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mente, se 7, £ sono due iperpiami ecorrispondenti nell'omografia @7, gh
iperpiani del loro faseio aveuti rispettivamente le coordinate

Be—pF & 3 e 85w s ™ (=01, 00, 7)

passano per g spazi S, ,S,. ,..,8.. Ma, prendendo le coordi-
{3 . nate nella punteggiata {ovvero nel f&sni{}} i detti punti {0 iperpiani} hanno

sempre le stesse {:ﬂﬁrﬁinate eine {} o, . .5;:,*"_’* dunque Eumﬂtegymm

im0 e oot 1 iy = SRR RS
A e N e e r e, L

.............

PP TR, . -
[N TN} Lokt

fﬂndﬂm&ﬂtﬂh di ;mm mspettammmﬁ& fmmugatz 3,

alrd'= MM|WM{HH Rear

= Coroliario 4i questa proprieta & che il rapporto di due radici qualunque
¢, 0", peres., di D {(p} =0 & un invariante assoluto della omografia data €.

!

I'..i

.........

Infatti al rapporto - si pud dare il sigmifhicato di rapporto amarmo-

Foad A

nico, dicendo che esso é, ad es., il rappﬂrﬁ) anarmumcﬂ di due punti
- ﬁﬂrﬂﬂpﬂﬂﬂl&*nti e {i&i due pﬁﬂti ove ia lﬁr{: mngmng&mte Hii:ﬁﬂtl‘ﬂ S, ws

......

!

PRI *"""‘“‘Ntﬁata omograficamente in sé da €, ad an altro spazm, i’E rapporto i% 1non
: J

. varia, perch® punti corrispondenti vanno in punti corrispondenti e so-

------ stegni di stelle fondamentali vanno pure in tali sostegni,
" Dei rapporti delle ¢, ", ..., 2™, soltanto m— 1 sono indipendenti,

per es,,
ﬁ "':':’ E Wi E‘i:'} .
P ? P 1 ¥ p.f

ok

1y Caso particolarissimo & i teoroma di 8 : — I quatlro punti in cui una
refta incontra le faccie di un tetraedro hanno lo slesso rapporio anarmonico dei
gquatire piani che da una refla ne proieflano i verfici — . Basta congiderare 1'omao-
grafia {cfr. n. 8) avente guel tetraedro per fondamentale {cioé i vertici e le faccie
di esso per elementi uniti) e due punii (o piani) deila retta come corrispondenti,
ed osservare che ogni retta che congiunge due punti corrispondenti é anche in-
tersezione di plani corrvispondentl, e viceversa.




IR <+ T [Cap. 4= n. &7

- guindi Pomografia data ham — 1 invarianty assoluti indipendenti, che, come
:_:’_'-riﬂﬂit&rft dal seguite, sono i soli invarianti assoluti della omografia ).
7. Sard utile che ci fermiamo a dimostrare direttamente che, per ana ‘“‘}g

" sostituzione lineare sulle variabili @, y., le radic dell'equazioni D (¢)

non variano ).
Posgiamo prendere le formule della omografia sotte la forma

Zbghikmzﬂihyh {iﬁﬂ‘,l,..,,f}
“per modo che
| D{{J}ﬁlﬂn—"ﬁﬁiﬂ-

Facciamo sulle variabili z,,y. la stessa sostituzione lineare a modalo

\1,,| non nuilo,

{6) By === Zhhﬂ:’h , Y == z:pghhy’h {L:{} , i, o ’ i"}:

:;::;":':':i" omografia data si trasforma nell altra

2‘ i @y = ;ﬂfmﬂrh {i==0, 1, r)

Eﬂ D () si trasforma in

., B’{P}ﬂiﬂ,n“‘"‘ﬁ'yu‘*
Poiche si ba

| o gy b o = Z Lo {2 — phar}

*

» & zero: altrimenti si avrebbe
spazio in s&), il che fu

F

. 4) 81 avverta che nessuna dolle ¢y, 8
;} (0) = | asn | =0 (¢ o6 nna omografia singolare di nno
v edelugo (n. 1).

.- % O che ron variano i loro rapporti,
. % scono la sestituzione lineare, # voglia tener conto anch
- Balita, : |

grando nelle seguenti (6} che defini-
g di fastori di proporzio-
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[/f'nn minore qualungue di D'(g), per es.

r r F r H
AN L N .Y :
P ¥ ¢ ¥
;’ﬂm“Pbm ‘e ﬂn—;:-f?“

. - * - - v -

F) r ’ ’ :
E{I;ﬂ""{;bgﬂ a4 ﬂfi_‘_PE}lif

& eguale al prodotte delle due matrici

'ﬂ;m ""PE}.B“ " noa ﬂ:ﬂr ‘_P'bﬁr E 3 Em "o z,.-.u

19 “Pbm cos By —~pby, br .. { f

: r y
i' - - * - . - - . - i - * * =

' ﬂ[ﬂmpb;{] " o a'j-r “Pﬁgr !{u LI E#‘# ;

e quindi si pud esprimere come una combinazione lineare omogenes dei
minori dello stesso ordine del determinante D (p). Segue da cid che una
radice p==u'", p*** per tutti i minori Y di un certo ordine di Dip), &
0¥'" almeno anche per tutti i minori dells stesse ordine di I¥ip)., Ma il
ragiosamente puo invertirsi, risolvendo le {8} e ritornando dalla omografia
ottenuta alla data: dungue quella radice u”'" per | minori di un eerto
ordine di D{p} ¢ proprio u*'* anche per i minori dello stesso ordine di
DY (g}, con che & dimostrato ['asserto: anzi ¢ dimostrata una proprieta
pil particolare che occorre avvertire.

S'indichino ¢on p,, pe,.., 10 le multiplicits della radice (' per il
determinante D {s} e per i suoi minori di ordine r,r—1, ... yr~H 9
successivamente {m, ~>uy, > ..o pi) o s pongs:

-

.|L_f-,*]--~_r-._~*=j,i "'““P-Q’ ] EEE.'-LEW}’-H poaee g Eh{_'t;’i ﬂ:"“h{i% a-—?,h{!‘} ' Eﬂﬂﬁ my_#{f}_

Le espressioni

' | (p - ::-‘“}Ht , (p - p‘“)ﬁ“ s (p - pf“)e"m

st diranno, col Welerstrass, ¢ divisori elementars di [ {z} ecorrispondenti

} ‘} Come sempre, si soitintenda ¢ eguagiiati a zeros,
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alla radice 1'% Or bene: la dimostrazione superiore prova che D{g) e %
I¥ (1) hanno gli stessi divisori elemeniari, o
¥ 8. — Conviene adesso che ci limitiamo a considerare soltanto le omo-

grafie generali per passare poi allo studio di quelle particolari.

. (3ia osservammo che una omografia generale aveate gli spazi fon-

e - BV = e 1, cied dall appariencre quegli m spasgi fondamentali allo

spagio ambiente 8 - onde m— ¥ qualungue di essi appartengono al sostegne = i+ -

della stelle coniugata nllo spazio fondamentale rimanente, L
Se si prendono gh A vertici A,, A, ..., A._, della piramide fonda-

mentale in S,.;, gli A" vertici A, Ay, ooy Ao i1 8y, € co81 via,

le formule dell’omografia divengono del tipo

R

Oy == &;; Y, Hm{},l,-”,f}-

Risolvendo su di esse il problema dei punti unifi e ricordande Je
ipotesi fatte, si esprimono subito le e, per gli invarianti assolati
r

g ip” o™ dell'omografia e si trovano cosl le formole ridotte o ca-
noniche f*ﬂ

f
P Py ==l

CpEm o= g
| {7‘} Ly === I:‘Fyh'—-l
LX) == 0 Y
Py gy == 0 Yr
o, — P{“}yr .

............

fondamentali e dogli invariants_assoluti, ¢ che cosi quelli (purché indipen-

T Ve rimi, 1 et Bttt St g LTS FELY PTe R T o

. denti ed fzm}ﬂf#.m;mﬂﬂﬂ spazio ambiente}, come questi  (purche finiti e

-----------------

diversi_da_zero] possong assepnarsi arbitrariamente ).

| DL L D i d S bl

Le quali mostrano che ung ﬁﬂwyfﬂfiﬂkwwfﬂlﬂﬁmﬁtﬂﬁ?&ﬁf&dﬂﬁmH?ﬂﬁ’!-

—_—————— —_

Yy & ben sottinteso, qui ed in seguito, che deve essore indicato lo spazie (o
i stella) fondamentale, a cui si riferisee ciascuno dei numeri esprimenti eol lorn
~7o . rapporti gli invarianti assoluti.
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-
Gl invarianti assoluti {cfr. anche n. 6) possono essere sostituiti da g -
una coppia di punti {o iperpiani} corrispondenti, >
9, — Inoitre, se si definisce come caralferistica delia omografia gene-
rale, che ha per spazi fondamentali ¥, 8,y Ly oy 3,00, Tingieme dei

r_i !.

numeri, che indicano ie dimensioni di questi,

[ 1), B —1) o, B —1)]

¢ chiaro che condizione necessaria e sufficiente perche due omografie gene- i
rali sieno proietwamente idenfiche é che abbiang la stessa caralteristica e )
gli stessi invarionti assoluti. 1n vers le due omografie si-potranne rap-
p:resenta.re amendue colle formule {7), per 'una essendovi le x, .y, , per |
Pajtra, nuove variabili 2/, , i .+ ed allora, per dimostrare il teorema, basta ]
fare la trasformazione proiettiva data dalle o, ==, 0 y, ==y ;: ia quale
fa corrispondere rispettivamente agli » - 1 vertici di riferimento ed al
pante unitd dello spazie in cai st considera la prima omografia, gli omeo-
nimi paunti dello spazio in cui si considera la seconda,

.. Se si osserva pol che, rel primo (ad es.) 4 guesti due spazi, ciascuno
‘degli B punti fendamentali che appartengono allo spazio fondamentale

n k . [.F-.; - ] [ » [ ';
8,0y pud prendersi inm oo’ modi diversi, mentre il punto unita pud - |
prendersi devunque nello spazio ambiente, e quindi in o modi diversi, |

i trova ancora che due omografie gemerali proieltivamente tdenfiche possone

. . LY {f} |:'l|"i| L] {f}s
trasformarsi U una nell altra per mezzo di o>" (RS 47 e o ZR g
: { vl o
. . - _ e LT P S
- afie distinte. ) 3 ot TR “‘t;?. Y T 4 .
L 10, — FKceo una costruzione geomelriea di una omografia generaie?

% 1 di eut sieno dati gli spazi fondamentalt e ghi invarianti assolnti ).
Facciamo dapprima il caso in cui gl spazy fondamentali sieno tutti
degh S;, ciod soltanto »+1 punti uniti (indipendenti) A,, A, ..., A, dello
spazio ambiente 8., e supponiamo che i relativi invarianti asseluti siano
dati dai rapporti &/ 1" .. A7 vogliamo di un punte M di 8, costruire
il suo corrispendente M. Gli iperpiani che proiettano, ad es., A, ,, A,,

M, M’ dall'S,., individuato dai punti A,, A,, .., A,.. costituiscono un
{r-4-H

i

-.
e I L e e e L T e T T
e L L R e e T L N L P e A 1 e

; 1;.2 gruppo di rapporte anarmonico date P—;;,-,j---- {n.® 6}: onde si puo costruire
Y} Veoggasi nota precedenta. sy}
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senz’ altro 1 iperpiano che dal dette 5,., proietta M'. Cio sl ripeta
oppertunamente altre r — 1 volte (ad es. prendendo successivamente

A, A A s, Al Ag, AL st otterranmo » iperpiani corrispondentt
ad altrettanti per M ed individuanti M.
Se invece noh tuaiti gli spazi fondamentali S, 5, Semiyeen 5, 5010

degli §,, si pud procedere nel modo seguente per costruire di un punto
M il corrispondente M. Conducasi per M lo spazio S._, ehe incontra in
an punto ciascuno di quegli spazi fondamentali (n.* 17, cap. 1.%), il quale
spazic S, ., essendo questi punti d'appoggio indipendenti ed uniti, €
" trasformate in se dall’ omografia di S, da costruirsi: sicché il corrispon-
dente M di M si trovera costruendo il corrispondente di M in detta
omografia subordinata. Ora per questo basta riportars) al caso precedente,
perche 1 omografia di S,,., in s¢ ha per span fondamentali i detti m
punti d’appoggio e per invarianti assoluti gli stessi della omegrafia
di 8,, come subito si vede, ad es., tagliando con 8, due iperpiani
corrispondenti di S, e gli iperpiani de] loro fascio che passano per f
S, 8, .., 804 e ricordando il B 6. o

w4 11, — Ferminmoci a considerare il case di una omografia generale
di 8, in 88 con due soli spazi fondamentali, 1 quall (essendo &' +A" =r+1)
si potranno indicare com 8,_,, 8, .. Evidentemente {n. 8) quesii s&
ranpo pure i sostegni delle stelle fondamentali; sicche non solo tutti i
panti di S..i, S..., ma anche tutti gli iperpiani, e quind tutti gli spazi
pasﬂa,nti per essi sono uniti. Sﬂnﬁ pure anitl gii 3; che ﬂﬂngiungnnn due

_]!I'

anarmonico del due punti carnspﬂndenta £ dex due punt& i’ appoggio
essendn {n. 6) I'unico invariante assoluto dell’omograhia; e correlativa-
mente. |

in part:cﬁiarﬁ se k=1 si ha quella speciale omografia che ha nome
i omologia, avente un centro S, di omologia ed wn asse 8., 4 omelogia.
" Dati il centro ¢ 1'asse e una coppia di punti ﬁurrispﬂndaﬂm allineati col
centro (o d'iperpiani corrispondenti segantisi sull'asse} I'omologia & in-
- . dividuata, come si vede subito prendendo r+1 punti generici sull’asse ed
applicando il teorema del n. 6, Cap. 3.°. Cosl pure si trova, come nella
geometria projettiva ordinaria, {mostrando che le rette congiungenti i
punti corrispondenti a due a due §'incontrano e rieorrendo poi al teorema
del n. 16, Cap. 1.°) che, se una omografia di uno spazio in se ha un 8,

d
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di elementi uniti, ha una stella §, pure di elementi uniti, e correlativa-
mente, cioé si ha una omologia ).

Aggiungasi che la proprieta del n. 4, per una omografia con due spazi
fondamentali S,_,, S,.., consiste in cid ehe ogni punte di uno di questi
spazi, ad os. 8., & centro di omologia dell’ S, passante per il punto
e per laltro spazio S,_,, questo essendo 'asse di omologia.
¢ 12, — Vedemmo {n. 5) che le omografie cicliche sono omografie ge-
nerali. 5i possono quindi prenderc per esse le formole ridotte (7}, e'si
trova che, se 'omografia ciclica & d'ordine », cioé da un punfo {nen unite}
si ritorna ad esso soltanto dopo n suoi successivi corrispondenti (1 quaki
n punti si dice che costituiseono un ciclo), &, 5", ...\ gf'_f” unlngz E{a m—w é
varvianti assoluti debbono essere vadiei neime dell’ unita e reciprocamente:
Perché una omografia sia eiclica basta che un punto particolare (non unito)
dia origine ad un ciclo,

Adungue le formule di una omegrafia cicliea d'ordine n s possono

scrivere nella forma | .

EoF - : ':.
L e e PO

» al;; N e :
Ly =mE Y - (et =1}, (i==0,1,..,7r), " & PR
_.-";_%_}_l R {‘,’ :f?--::. _5,;:! }_:E,;‘_-.____ p

e 3 , perﬂhé nna nmﬂgraﬁa genem}e con un 5{}1{} spazm fnndamentale

¢ Videntita (efr. nota al n. 2). * 11

i

el e e e 1 L S e = s

£} 8i noti perd che, se 1'S; & esterno ali’S..,, ¢i ha il ease generale trattato
sopra; meutro, se 8, & d4i 8,.,, si ha una omologia che & una omografia par-
ticolare (n. 1% € 8og.).

Noteremeo anche che sussistono dimostrazione e teorema analoghi a guells
del n. 11, eap. 3., Si ha ciod che ogni omagrafia fra due apazi sovrappesti B, | 5.
pud ottenersi con, al pit, r4-1 omologte (generalij: e si dimostra, prendendo due
punti corrispondenti A, A’, un punto 8§, generien sulla AA” ed an 8. generico,
e assumende A . A', ecome corrispondenti, 1' S, come centre ¢ 1'S..: come sasse
di una omologin, Per questa lo spazio 5, si trasforma in an aitre (ad essc so-
vrapposto) 8°,, che sard quindi omografico ad 8., ed in tale omografia il punto
A sard unito. Poi si prende nna refta » qualungue di S, uscente da A e la sus
corrispondente r* di 87, , pure uscente da A ¢ prospettiva a quella nell’ ome.
grafia fra 8, .5 ., e si considera i loro centro di prospettiva S, come centro, un
iperpianc per il punte A come asse ed r v come rette corrispondenti di una
secondn omologia, ece..
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418, — Se »==2 si hanno le omografie eicliche di 2.° ordine, detmi
anche omografie involutorie, perche ad us punto qualunque corrisponde un
medesimo punto in 8, ed in S, ciok Q=1 Esse hanno precisamente
due spazi fondamentall e sono quindi le omografie considerate nel n. 11,
per e quali I’ invariante assoluto == - 1: onde risultano individuate dati
i due spaxi fondamentali ¥. Se questi sono S, §__, le formule del-
I"omografia possono seriversi

el T {iﬁﬂ,l,u.,h """"" 1‘}
€T, = 4 {iﬂh,h-‘i"},u.,r),

etod si ottengono cambiande i segni ad & (o ad y — b -+ 1} eoordinate.
So h==1 si ha I omologia involutoria od armonica. Se h>1, Uomo-
grafia involutoria si pud offenere come prodotto di b (o di r—A) omologié,
involutorie. B evidente infgtti che 'omografia involutoria definita dalle
ultime formule & il prodotto delle 2 omologie involntorie (prese in qua-
lungue ordine) date dalle formule, per t==0,1,..,kA—1,

X, e i
= (z’-fn{‘i,I,.”,t—’i,t»{—t,...,r};

che si ottengono it cambiando il segno ad una per volta delle prima% .
'k eoordinate. 1 centri di omologia sono ghi ks punti fondamentali contenuti
in 8,_,, cioé & punti indipendenti C,p. Gy oer, Cony G questo spazio 6 gh
assi di omologia sono gh iperpiant &, Ty, v s Toy passanti per 5. » e per
i detti punti presi ad A—1 ad B—1 (=, per Copr, Cin s Ui VS ST |

La proprietd si ottiene subito anche per via sintetica. Un punto P
di una reita O, B, essendo B un punto di 8., , ha per eorrispondente nﬂllaf:;_
data omografis il punto T coniugato armopice di P rispetto a C., Bed
ha per corrispondente I anche nell’omologia- armonics di centro C, & di’
asse =, mentre nelle altre omologie, giacendo la retia C; B sui lore Eﬂﬂi,'%
P o I sono uniti. Risulta quindi che, nel prodotto della omografia inve- .
lutoria data e delle b omologie involutorie, ghi spazi che proiettano da
8, el b punti G, Gy, C._, sono di punti umiti e per conseguenza.

" {n. 6, cap. 3.%) quel prodotto & I identita.

.............................................

M 1) In 8, si hanne omologia armonica ¢ la cosidetta involuzione gobba { g'ﬂ-g
:*’?E schaart - involutorische System ), j

AL g g e T T e Tt T
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o . *

] 14, Sull’argomento precedente aggiungeremo ancora le osservazioni

“w o seguenti utili in appresso. ,

| | Abbiansi in §,, r +1 punti indipendenti, e si indichino con 0,1 ,..., %

5_ Be #yi;...4,. & una permutazione qualunque di questi numeri, I’ omografia

91 involutoria, di eui gli spazi fondamentali 8,_,, S.., sono guelli determi-

nati rispettivamente dagli % punti 4,, 4, ,..., i,., e daghi » -~ A+1 rimanenti

X Ay, gy gees b, 81 Fappresenterd indifferentemente con uno dei due simboli
' {358 fas) , {84 8pgu .. ). B habne tutti 1 casi possibili, se » ¢ pari, per

J - r - - - .
AR 5 € se r & dispari, per k-, g -

Tutte le omografie involutorie ora definile formano colla trasformazione
identica un gruppo; cioé il prodotto di un numero qualunque di esse @
una delle medesime, Ci6 51 vileva hmmediatamente dalla rappresentazione
analitica, presi i detti »r+1 punti come vertici della piramide fondamen-
tale, perche ciascuna delle omografie involutorie risultando dal cambiar
segno ad un certo numero di coordinate, il prodotto di un numere qua-
lunqgue di esse avrd lo stesso carattere.

. Ovvero s8i pud notare che ciascuna delle considerate omografie pro-
viene, per il n.” precedente, dal prodotto di un certo numeres {in qualsiasi
ordine} deile omologie armoniche {0},{1),..., (#). Il prodotte di un numero
gualungue d4i guelie ¢ guindi un prodotto di queste, da cui si possono
eliminare due omologie collo stesso shimbolo, i cui prodotto & !'identits,
ed il sistema di tutte le 1 omologie, il eni prodotte & pure I'iden-
tita {essendo {0} (1} ...(r— 1)) = (0 1. r— 1}{r) = {r} (r)): e perd ecc. Ad

!!!!!!

e L N e O LT TN T D M L T D0 M TR
L - L. R P e T e e e T
- -
- . .

o
i
FL
Fro
.,

i
g{: nal
A

! -

L’ordine del gruppo, cio# il numero delle dette omografie involuterie,
compress I identita, e

g

1 e 41 r+1 L fr+l 1/, ,

G V) ) =g g =

Osserviame ancora che, se per una omografia del gruppo ad un punto P

corrisponde P’ ed a P, per un'altra omegrafia, P”, al punto P corrisponde.

P" per una terza omografia che & il prodotto di quelle due. Ne discende

| chiaramente che i punti corrispondenti ad un punto P per tutte le ome-

grafie del gruppo formano un sistema di 27 punti {compreso P} che si
o i trasforma in sé per ogni omografia del gruﬁj;m stesso.
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15, — Passiamo ora a trattare delle omografie particolari, ossia di
guelle per cui, mantenute le solite notazioni, ska Wb+ <r+l,
tali ciet (n. 2) che la radice ¢ di D) == 0 abbia, almeno per un N
valore di ¢, multiplicita maggiore di A°. Per fissar le idee, sup L
niamo che la radice ;/ sia A" per D{p)=0, con Wk e ﬂrrrwfaa%% f«t ! qii‘ﬁ g’
le formule (5) che legano le coordinate 7, e §; di due iperpiani corri~
spondenti di &', ed 8,, assumendo 1 vertict A,, A, .., A, , della pira-

mide fondamentale nelio spazio S, . sostegno della stella coniugata ad

S,_i. Se si esprime che ogni iperpiano per 8, @ unito, cioé che le snd-

dette formule devono essere soddisfatte per la sostituzione & ==w,==0 5’*" R
(b= 0, 1, r—H) € §; ==, quaiunqua {t“‘*"‘f 'h 1 rmh +2 jean ,r}, :;
8i trova che esse sono del tipo: TR T T o _5"”'73“%- #, 5%

LI 4

. .
) '\-"i\-' S . At R S
..'!,\.l‘ﬂ' e -.:. H - - .\:'i. +... =

+ . Lo ) g o Ve oadE o i S T a :
a'g;} E{, ) [ L% ] + ﬂr_h_" . 13 é‘.qwhl' 4 L L . oE L el '?,, ﬁ-{f::”_ -:.
. . e

i

B

L - - » - L] » n F - * - . i -

F?]I‘—h' S ﬂ:ﬂ-.'?"—""h-" &B T e T ﬂ.r"—hll ot Er"""“hr

P?}rn—-h'-}vl == ﬂ'll}‘ LR W | 8{! 3 e T F e e L ‘?r e “"1“ H-'E# ----- FS:

ICITRIART L ﬂﬂmﬁh'ﬁeﬂ T ol TERVRSREY: S -+ ';’-Esr—h*-i-a

L L - L] - - a - i ] - L] - - ) * - - ¥ = L) [ ] [ & -

Ay, &-u + - + [ UL E;_rmh' + i-"er y

‘g, 8¢ inoltre si rizolve su di esse il problema degli jpe , 8i: ¥ g?@’?%““* ﬁ’?.ﬂ
“trova p=1y. Invece delle precedenti si puo considerare la loro snﬂmm—
- zione trasposta che di le coordinate di un punto » di 3. espresse. per
“i quelle del corrispondente puato y di §,. ciod, OrvAriasies P PN

i

F¥e

ml} o Yo + e + ﬂﬂ.-r--h-% #;--m*%‘%‘.‘ ';'i-!* + aﬁﬁr_ﬂr

""" . T et DRIy ot aﬂ__.u-'\-"

x @

P oy et T . [:F yrmh "l

I
f
\ {er_._h -*-""{I'r_,_k ﬂ'yﬂ + e "‘i‘“ E _h_ ..a_._..h y —k gr'}- st a s AN +ﬂf"ﬂ'h1?‘§r
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- Posto

i oy—p A von gy pn

3T Ty — P ovn Wy pn

- D (p) = '

:‘:“ . 7 P ﬂi‘—-—h*,l exs o p P P 5 i

g i1 D{s) & dato dalla A5 0 I

: ¥ " ’

D)= - " D ()

? g, giccome o' & radice »1* di D{z)=—0, dovrad .’ essere radice {i ~A/)"pia

gi D'{»)==0. I determinante D{») non & altra cosa che il Di{p) relativo
all’ omografia dello spazio 8., in sé stesso, subordinata all’ omograhia
data e rappresentata dalle formole seguenti, che provengono dalle (8)

col farvi o, ==#y,=—0 {itf-~ff+l ey T}

1% B lfo oo+ Mo n Yon

- ] ] n [ ] L] L] L] L] - - L *

Pty ™= G 0 Yo “"i'“ cor Eoporah g Pr—n o

b Ll

Ne segue che, se indichiamo con r —A — %, 4 1 la caratteristica del
ﬂﬂt&ﬂﬂiﬂ&ﬂtﬂ nulle di ordine » — h’+ 1, I}’{rf a.Hu radice r cﬂrriapnnde

| _fondamentali, ﬂi}rrispﬂﬂﬂﬂﬁh alle altre ra{hm 67 eeny pt i I} {r}==0, sono |

" evidentemente gli spazi fondamentali S;. ..., 8,0 dell’ omografia di
“U8, in se stesso; e poiché punti uniti nell’omografia di 8., in se¢ stesso
"-:..,_' ) : i i
2 e gomo tall anche in guell’omografia di 5, risulta senz ‘altro che Sy, & Pin- 2l
A t&rsesmne di S?_,h con 8,_;. Ii che del resto si puo anche verificare subito Wiv
- xdlrettamﬂnte, pﬂmhé le equazioni 8i S,_, seno, per lo (§) R f*
dte = GnZed et G Bew b ot 2, .
: ;g“rﬁ‘
- - - - r * - - * » " LI N + - f“&: :_.-::-::I!
?rm"'_hr mﬂlr"‘“‘hi r'ﬂmﬂ + e + ﬁ‘f““‘“‘h'.?‘w'h' ':r"-l" ~h' + wE + ﬂf“ﬁ-’rf‘ mf" .-.i_::'\. =f:5__,__:_::___._-:-:1_:, m
e queile di S,_, sono LA
m'.“h"l!! :ﬂ ) oes s E:f —_ 9 ; .._.!...;;:_ G A _:-'-\_ J,.:.-_.E;E_.E; _:-_:. . «:%%
- S 4 -
{,Z
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onde la loro intersezione @ lo spazio rappresentato in 3., dalle equa~

Zioni
{"!‘rﬁ e {I{HJ ‘i"ﬂt} —l_ *a e + Ap, b I

P;Ir‘mh' —_— ﬂ'rm-h‘.ﬁ mﬂ + vy —}"— ﬂ'rmh‘.r—uh' :Er-uh' ¥

eiod appunto lo spazio Sp 1.

Diciamo S,.a 4, il sostegno dello spazio coniugato ad Sp-—1 In Se_hy
e procediamo sull’omegrafia di 8., in sé stesso in modo analogo a quello
~ che abbiamo tenuto per 'omografia di S, in se stesso. Degli v — & 41
. vertiei della piramide fondamentale 'di 3, da prendersi in B,_, se ne
scelgano s — & — A+ 1, ad es., Ay, Ay s Avw—, in S,.x_a,; allora nefia
I'S,.» (e quindi nell’S,) le formule dell’ omografia si semplicizzano in
#n modo che ¢i & ormal noto, ed il D'{p) diventa

D (o) = (" ~p* Do},

avendo posto

H
| Gy P ey voe g pe KR :
fly, (& L TE e Y _
f ey . -
D" {P} - * a & & -i
L] L > [ ] L L J [ ] - L * L ] |

j {I‘r—hﬁ"mhr.’:rﬂ ﬂ""—h'“—h'1+1 ok EI‘I‘—'ﬁ-}_h"lfr‘—“h'—'-'-h't - P'i

ﬂndﬂ AT
i D (p) == ¢’ — ¥ T D" () 5

___'élﬂ;lln gpai:iﬂ Se_n—h in s¢ stesso. o -
o Se A=k + K., le radiei di D7{z)==0 Saranne g, p" ..l B;{iﬂf.tﬂ
(o B, —RWetl (3 By —K -k la caratteristica del fletermmantef
nullo d'ordine r— # —#,+1, D), gli spazi fondamentali deﬂ*ﬁﬂ}ﬂgmﬁa di
“: Sp.pp, in s& saranno 1'intersezione Sa— flﬂil’S.-my:na; E;tﬂﬁﬂﬂ con Sh'r:&
5 0 gli spagi Sar—t, Sar—t e Sy Se invece. e==h -+ H; Hﬂ,ﬂ estate 11'1
Bphra, dleun spazio fondamentale corrispondente ailf:_t f‘adlﬂ? o ed il
‘processo si arresta. Suppongasi il primo caso, ciog L >k R, A‘Hura,
88 Sppin, & il sostegno dello spazio coniugato ad Sa, 1 nell’ omo-
¢ grafia in sd di S,_a-n,, Scegliamo i vertiel Ao, Ay goees Are bt iy, delis

:'i:-.;'f.-i:'-:;-:_e D’ (p) = 0 sard Nequazione D {p} == 0 relativa all’'omografia subbrdinata,

R
N
g
. :.::
I . : e ‘ -.
" A, % L
i L EE
Lo, eSS i
- L
.OE
gk

LTI T L. LT B L L. . R - . S
e e s e e L D e e R A A o B LA R Sl Al TR St e o it o e e MU
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piramide fondamentale {che sono fra quelli da prendersi in S, 4. .2))
neilo spazio S,..a..s,—n,0 8 avra

D" (g} = (g 03?5 D" (p)

posto
. z |
- p g cor QO ek kR
w - o Gy — SRR § PP N SR
D {P}mg '
% - - » N Fl » " " » - - w " . - . . - - " v

H
3

e R T B e A et Srr YL S D A Tl

b

@ per conseguenza
| D{p) == () — g} TR D7 ()
onde & A B, 4K,

Sia, per fissar le idee, h==A"4-A', + ¥,, cio® ¢/ non pik radice di
D" {t}==0 1). Cid essendo, lo spazie S,.p_a,r, sard trasformate omo-
graficamente in 8¢ stesso e non avri pilt alcun spazie fondamentale cor-
rispondente alla radice [': quindi P'operazione sard arrestata e dopo le
dette successive SEI‘H[}IiﬁE_ﬁiﬂiﬂﬂi il D) delia omografia avra assunto

i’ aspetto %)

- ] - ] = - - L n | ] - | ] » L J ] ] ] - ] - n ¥

ﬂr“‘“‘h*""‘hr]"'"-’l'l,ﬂ * e ﬂr—'—h‘ﬁh‘]“"klg,?‘—‘h*“ﬁ-*l—ﬁh'ﬁ = P i - - - - = * ;

(9 0 0 B ep v o .
0 0 6 p~-p. . .
0 0 0 O ... p-p

£y Nen & dubbio che a cié si deve pervenire, tutio al pit quando st gionga &
frovare p’ radice {r-f:1)o0 di D{p)==0, nel qual caso 8i ha un solo spazic fonda-
mentale. Gid avvertimme (nota al n. 2) che, reciprocamente, se esiste un solo
spazio fondamentale N5, deve essere h==r-L1>A".

'H Tralasclamo per semplicith di indicare i termini superiori alla diagonale
principale del determinante {alcuni dei quali sono diversi da wero, altri sono
nulli} perché ia’lore considerazione non sceorre per- il ragionamento che segue.

: i .
. H Ak .
H . . H ok It .
: P YT BT 4 F : w '
au}b}l%?\'":}\{-_l ':' RSEH .t. ot .._E' ‘g‘“'% - A ":\._:-'5‘ ¥ '3..._1:. i w® }
' H - .,
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Naturalmente anche le formole dell’omografia avranno subito delle Sue-

cessive semplificazioni; ma, come esse 8i serivone immediatamente quando
§i conosca il D(p) o quindi # modulo, & inutile fermarsi su di esse.

Or bene, nel determinante (9}, nelle linee (» — & — A — K 4 2)esima

ey (P— B —F, + 11%ima g ponga o, ol posto di p'; nelle linee (r A" — '+ 2)osire,

o br — K 4 13ems gf nonga o, af posto di o {intendendo che p 5 Non

annulline D" {) e di pii che sieno dapprima diverst fra loro e da p),

e nelle linee seguenti si lasel inalterato il p. II D{p) varierd, e, corri-

spondentemente ad esso, varierda Pomografia relativa dello spazio 8. in

8¢ stesso: ia particolare, dopo tale variazione, in essa vi saranno degh

spazi fondamentiall corrigpondenti alle radict diverse ¢, ¢, , ¢, del nuovo

determinante P ip)={g" ~pi" (/| — pi* e {p’s — p¥* 2 D7) Queste radici sono

- multiple per esso rispettivamente secondo i numeri & &, glacchd

- D"(p}£ 0 per pe=g, pe=p/,, p==r,; mentre le radici stesse rendono ma-

- nifestamente il Dip) di earatteristica r—HK+1,reh+1,r-R,+1,

. ciod corrispondone a spazi fondamentali ad A —1 , A, —1,K,—1 di-

‘mensioni, Si faccia ora tendere con continuitd ¢’y verso p, e py verso p’

lo spazio ad #,— 1 dimensioni tendera ad immergersi nello spazio ad

- Wy—1 dimensioni, questo nello spazio ad A -1 dimensioni, ¢ i'omo-

grafia stessa tenderid a confondersi con gueila daia.

Come abbiamo upemtn sopra I}{p} operiamo sopra D7 {p}, che & re-

lative all omografia di S, a4, in s&, considerando successivamente

gli altri spazi fondamentali 5, . S,.. .., 8, in esse contenuti. Ver-

. femo in fine ad ottenere una omoyrafia genamie che ha per limite ia
L data. Osservando inoltre che, se alcuni spazi fondamentali di punti ven-
gono a sovrapporsi, Ia stessa circostanza deve presentarsi pure per le
. stelle coniugate d'iperpiani{ed anche, in senso inverso, per i loro sostegni),
- Perchd dipendono dalle stesse radici di D {p)==0, si ha adunque I impor-
! .itante teorema: — Ogni omografia particolave pud considerarsi come casy  +
; é limite di una omografia generale, nella gquale gli spagi (e le stelle} fonda-
| &ﬂwﬂfﬂh vengono in vario modo & sovrapporst - o
y . Uno spazio fﬂm]ﬂmﬁﬂgalg S u{ di una ﬂmegraﬁa si dird d’'vra innanzi,

ﬁ:{... .-...

—

o e 2 e . e 11

[P
—e o e = = AT

| Y\ Le omografie in uno spazic ad unm numere gualungue di  dimensiond
L (Annnh di Maten:., 17 (2), 1385-90). Nella nota sucee engiva Sulle feoric generale
- delle ﬂﬂwgmﬁ& {Atti deila B. Acead. di Torine, 2? 1891-92), Predella espone ia

4




[Car. £, 0. 15-16) —_ B2

a sovrapporsi altri spazi fondamentali, ciod secondoch® la moltiplicita di
0 per D(p) & = o =>A"Y, o anche secondoché 5,/ sega o no il sostegno

S, della stella coniugata.: Per uno spazio multiplo 8,0 it modo di

sovrapposizione ¢ caratterizzato dal'analisi esposta, la guale mostra che,

se 8,4 sega S, .9 in 8,11, se hhm gega in 5, (1) il sestegno 3,40 p )

- della stella coningata nell’omografia di 8._,9, ece., sono precisamente
gii spazi 8,10, 5,4 1FS it .., queili che sono venuti a sovrapporsi, cia-

.......

16, — Intendendﬂ appunto che une spazio fﬂnﬁamﬂnmlﬂ gia sostituito
¢ dagli spazi fondamentali semplici che sono venuti a confondersi in esso,
isi ha che (n. 1) per una omografia qualunque (genevale o particolare) la
 somuma delle dimensiont, ciascuna agcorescinta di una unitd, degli spazi fon-
damentali (reali, imaginari o sovrapposti) ¢ eguanle alla dimensione dello
spazio ambiente aumentata di una unita.

31 estende pure la nozione di caratteristica data per una omografia
generale (n. 9). Anzitutto chiamasi grappo caratieristico o carafteristica di
uno spagio fondamentale multiplo 1 insieme det numeri

(W 1 K =1, Ky —1)

(F > K, = .. K, rappresentanti le dimensioni degli spazi fondamentali
venuti successivamente ad immergersi in esso; denominazione che si adot-
tera anche per uno spazio semplice, nel qual caso il gruppo caratteristico
si limita ad uon solo numero, quelio che ne indica la dimensione. Si dice
poi caralteristica di una omografie 1’ insieme delle caratteristiche det suol

apazi fondamentali, ciod

[{}t‘lr“}- 1}3;1“1 Prees kf#“}'} (}fmi :h"im}' tALAE .k“q"“i} e {k{m}“l ’ kliﬂ}'**l LRbhg h!{*‘“}ml}]

Quando gli spazi vﬂngﬂnn in vario modo a sovrapporsi, & solfanlo allora,
le corrispondenti radici di D (p) divenendo eguali, aleuni degli invarianti
soluti dweugnno eguali tra loro ed all’ unitd. Rimangono quindi 1 seh

ove p 0,4 70,.,8. 0.

o, sl e
"”@?Fﬁé g-?fm*x

teoria delle omografie particolart senza alcuna considerazione di lmite, introdu-
condo gli spazt multipli direttamente, col conceito espesto alla fine di questo n, .

-
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invarianti #ssoluti dati dalle radici distinte del D (p). Il numero di quelli
indipendenti & sempre eguale al numero dei gruppi caratteristiel dimi-
nutte di ano.

Si dimostrerd che per le omografie particolari vale il teorema gia
dimestrato per le generali {n. 9): essere prolettivamente identiche dne

La dimostrazione (come per le omografie generali) sard conseguenza im-

. mediata delle formule ridotte o caneniche di una omografia particolare,

- formule utii e notevoli per sé, che ora andiamo a stabilire.
{N 17. — Indichiamo, come sempre, con 8,. 8., .., 8= gl spazi fon-

... Gamentali distinti dell’ omografia considerata e con 8, lo spazio a cui

€8st appartengono, onde
g== k4K 4 .4 B

© Supponiamo inoltre, mantenendo le denominazioni del numero precedente,
the nello spazio $,_, sieno venuti a sevrapporsi successivamente gli spazi
fondamentali (semplici) Sp_v, Sw_1,e, Si 1, nello spazio Sa-_, gt spazi
_- 35»“,,8 Ao "'”S*"r""“ e nello spazio 8, gli spazi 8w, 8 e 3, b}

Potendo essere, ad es., p=0, cioe¢ 8,. semplice, ovvers p >0, cioe

3;;“__, multiplo, ma non tutti i numeri p.g,...,s nulii

Poniamo 1):
g =k +K +...44,
g'f F— hﬂ' + kﬂ; i + hﬂq

g™ == A WY - L B
onde (n. 16)
{10) g”*i“g"*{"-u“i"g"”"mr%—h

. ® consideriamo una omografia generale che abbia per limite I'omogratia

. Particolare data e nella quale quindi esistano spazi fondamentali 8%,
| .h-‘;“""“—"ﬂ-"—rnruw\.-\___

%) Rigulta dal n.15 che ¢, ,...,5™ sono le mult.ipiiaith delle radici
:F ¥ F-‘!”.-g P{mi iii D{P} ﬂ“i

L I:- b

................
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S*k'l_z A S*h'iju—i ’ S*h“__t i S*k'i—i ey S*.ﬁ"q----i herds S*hi_ﬂ? » Sﬂlhﬂ‘tj o5y Sh{:ﬂt’ fra

di loro affatto distinti. Gli spazi 8%, [ 8% . L 8%,  apparterrasno ad
A —j At -t AUt

i'.i‘
= OIS TR S*rq_; ad uno spazio S*

‘—wt "

Lo |pazio E‘:s""ﬂr & 08l

via; e glispazi 8%, 5%, ., 5% i+ saranno trasformati omograficamente

in sé stessi ed apparterranno allo spazio ambiente 5., Quando Momegrafia

L] M. . e Rtk -'1* 5
generale tende all’ omografia particolare, ghl spazi 8% . 8% . ., 5% 0
g2 Sge v ey B che 81 diranno, col

Predella, rispettivamente spasi carafferistici degli spazi fondamentali

tendono a certe posizioni imiti S

fondamentale & semplice. K chiaro che, come 8* . 8% . ., 3% =0 per

I

Vomografia generale suddetta, cosi anche 8 . 8. ... 8p sone tra-
sformati omograficamente in sé stessi per Pomografia particolare data,
e che in ciascuno vi ¢ an selo spazie fondamentale: ad es., in 8, lo
spazio S,_; eol groppo caratteristico {A -1, &, —~1,.., A, — 1) Anzi si
rileva dalla stessa considerazione al limite che lo spazio a cul apparien-
gono S, , 8, (ad es.} & trasformato in s¢ e countiene 1 due soli spazl
fondamentali 3,..,, 8._, aventi respettivamente i gruppi caratteristici
(A -1, h =1 B~ —1,4~1,., K, 1} ecc.. Ne risuita che
i detti spazi caratteristici seno indipendenti, perche se, ad es., 3,., ta-
gliasse o spazio a cui appartengono ghi altri, lo spazio d'intersezione sa-
rebbe trasformato emograficamente in sé e quindi conterrebbe almene
un punto unite, che dovrebbe essere i Sy, e d1 alcuno degli spazi
Sp Ly Shn ey S0 0 assurdo (0. 2). Segue per la (10} che gli spaet ca-
ratteristic Sg.hl . = R ot iy appartengone ad S, . .

18. — Ora negli spazi caratieristici fisseremo opportunamente coppie
di punti corrispondenti, e questa determinazione ¢ condurra al risultato
cercato. Dapprima, considerando {ad es.} lo spazio S, .., ed osservando

che degli spazi 5, 1, Sy s Sy tiascuno ¢ contenuto nel susseguente,
F Pl

si prendano A" punti-indipendenti in Sy,

Ag jous Ah'—ul M. VAR TARR Ay e Ay
P 2 P—3 p—i

cosl che A, ..., Ay, sieno &', punti indipendenti &i Sy 47 Ao, Aproa, Ay
'y ) i T B
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"?"-h-'---it steno %', punti indipendenti di 8, _, ; ece.. Poi, riprendendo la
-!;--..--. T"_'l

considerazione dell’ smmografia generale che ha per limite la data, di-
citama S*,- i lo spazio cut appartengono 5%, ., 5%, . Poiché Ilo

p—1 ;w p—l1
Spazio b*h +n _, & trasformato in sé& coi due soli spazi fondamentah
1
B*n ., 8%, ogni punto di 8%,.., per es., sard centro di pro-
:.-; el i

spettiva di due 8%, di 87 B corrispondenti passanti per S*h }
-1 ROS |

Andando al limite, S* Bk tE‘IldFI‘Et ad un certo spazio Sy B purﬁ
e gi—1I

trasformato omograficamente in se stesso e contenuto in By, ed o R
x

8%, tenderanno agli spazi Sy, Spo: onde gh A, punti indi-
o i ] IR |

Cpendenti Ag ..., Ay di 8, saranno centri di prospettiva di altret-

ﬁf
&
ém

7 P
tante coppie di spazi ad A, ., dimensioni, corrispondenti nella data

omografia, contenuti in Sp 47 e passanti tuttl per 8p_,%). Ditiamo
p—1 ek

B,, I¥. due punti eorrispondenti generici degli spazi prospettivi ad ',
dimensiont 4i ewd A, & i} centra di prospeitiva ed osserviamo che gli
Kok, . punti

{1

sono punti indipendenti dello spazio Sy, perché i punti Bﬂ,...,Bhnﬂ,l
poope-i

determinano &, spazi ad ¥ ..: dimensioni nells stella di sostegno 5 s
o

I guali sono indipendenti come A, .., Agy — (perche ad essi corrispon-

dono in una certa proiettivitd) e quindi appartengono ad Sy R Di
n—-

e e o

1}y Precisamente 1 due H;,,-ﬁ__a sono coincidenti, ciod si ha una omelogia

Zenerale (uitimo alinea del n, 11); ma preferiamo qui adoperare la paroia pro-
Ipefiinifd per uniformith & Hngusggio. |

¥ Anche qui 8i tratta di coppie @i spaxf coincidenti, e pert di emologie (par-
_ilmiﬁn avenit i} centro sull’ asse: e analogmpente in seguitc in altri casi
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pit si rammenti che un punto B, della seconda linea del sistema (11}, il
suo corrispondente B'; nell’omografis ed 11 punto A, che 5,11 sta sopra
sone tre punti allineati.

Adesso ripetiame I operazione precedente, considerando daccapo
" omografia generale che ha per limite la data, ed in essa lo spazio

B# PR+ R cii appartengono gli spazi 8%, _,, 8%, 1y 8% s O cio che
p—1t pt 2 i? -

fa lo stesso, S” B 5* Kt ¢ che & trasformato in sé, avende 5%,
o - iy

S*p 4, 8%, come spazi fondamentall. In esso i sostegno dello spazio

pr—1 P
goniugato ad 8%, € 5%, : onde, passando al limite, 8% 5 i
p—=2 o op—i o op—} p—=
tendera ad uno spazio Sy R B che sard trasformato in =& per
p—i -2

Pomografia data e che conterra lo spazio 5,,, _, posizione limite di
o gl
¥ - Adungque ghi A, -HE,, punti {11} di questo spazie saranno
o P

centri i prospettiva i altrettante coppie di spazi ad A,.. dimen-
sioni corrispondenti nella data omografia e passanti per S, ;. I punti
a :F_S-!

AsL A, ..., Ay, sORO preaisamﬂntﬂ eentri di prospettiva delle coppie di
.

spazi ad &', _, dimensioni ottennti proiettando da S, _, le coppie di punti

J—

B, eBo.Bield,,...,By_ e By :quindi, se diciamo B, e B, (i = &, ,
i

p
we s By~ 1) due punti corrispondenti generiei degli spazi prospettivi di
cui if centro di prospettiva & A, ; e diciamo inoltre C. e G, (i=0,. K, - 1}
due punti corrispondenti generict degli spazi prospettivi di cui il centro
di prospettiva @ B,, otteniamo il seguente quadre di punti

¥
A“lii .&h —F Ah A_h ] '*'Ahlwl
b grond
(12} B{} - Bh*..._; Hh* -na I-}h*ﬂ___l
¥ o p—1
{jﬁ 14 Ch'm1
¥

nel quale ogni punto {della seconda ¢ terza lines) & allineato con quello
che gli & immediatamente supertore e col suo corrispondente. Inoltre gl
BB yaH, . punti del quadro (12) sono, per una ragione anahga a
guella detta dianzi, altrettanti puntiindipendenti di Sj-pp o B,

¥y g1 g
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Cosl proseguendo, si arriva infine a stabilire un quadro
:Eil A.o "R Ah’....,[ W A.h_'._[ ™ Ah'_[ - Ah'_l L] Ah{r-rl
i o greml 7 i

J z‘;ﬂ Frer .Bh*_l .- Bhf—l T Bh'ﬁ_,m; aew Bh',m[
3 1

F—1

“3} L Oh'—i . Ch'—ul ._” Ch'—i

di ¢ punti indipendenti dello spazio caratteristico S,_,, tale che ogni
punto, a cominciare dalla seconda lines, & allineato con quello che gii ¢
immediatamente superiore e eol suo corrispondente, mentre i punti della
~ prima linea sono uniti. 8i dice che un punto del gquadro ed il sno cor-
~ rispondente {coincidente con esso, se il punto ¢ unito} costitniscono una
coppic caratteristica dello spazio 5., mentre si chiama gruppe carat-
feristico &i S, l'ingieme dei soli punti del quadro stesso ).

Si eostruiseano ora in egual modo gruppi caratteristici degli altri
spazi caratteristici. Siccome ogni tale gruppo ¢ di punti appartenenti
al relativo spazio carattevistico e tutti questi spazi appartengono ad 3,
(n. 17), gli »-+1 punti risultanti dal riusive tutti i grappi caratteristici
saranno -1 punti indipendenti 4i 8, , e quindi potranno assumersi come
vertici della piramide fondamentale, Cid facendo, vediamo come si mo-
dificano le formule, o, cid che & lo stesso, il modulo dell’ omografia ‘

oy Fo1 -0« By o Uy,
Mg B +on @y wue By

- - L] ] +* [ L] ax

iﬂ'f"ﬂ' ﬂ'yi R ﬁri ER ﬂf‘j‘

)y Par dare un signifieato intuitivo alie coppie caratteristiche si pensi che

. Sy, sia caduto in Sy, muovendosi i', suot punti (indipendenti} in determi-
.+ nate diresioni, nscenti da Ay,...y Agr, st @ che si sieno prese su tali direzioni rispet-
.. tivamente &', coppie {renariche) di punti corrispondenti (By By, ( Br o B'p )t
i analogamente guando Sp, ; eade in Sy 3 ecr. -

Iy ==
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§ 14, di prendere come vertici (100..0;, (010 .. 6},
L0011 ... 0},... della piramide fondamentale successivamente i punti della
Ffe, {p—+ 1) linea del 1.° guadro (13), che da il gruppo caratteristico
di 5,.;, € poi i punti della 1.5, {g-+1)=* linea del 2.* quadro che da
il grappo caratteristico di 8-, e cosi via.

Poiche 1 fermint a,. , a,,..., @, della {-1-1)™ colonna del modulo
{14} sono le coordinate del punto corrispondente alf’ (i 4 1)=°* vertice
della piramide fondamentale, & chiaro che, per essere uniti nella omo-
grafiz considerata i punti A, ..., A,._; del 1.” quadro {13), saranno null
tutti 1 termint delle prime A colonne del modalo dell’omografia mede-
sitna, tranne guellt situati suila diagomale principale. Poi al punto B,
di cui tutte le coordinate seno nulle tranne I'{A'-}-1)™ corrisponde il
puntﬂ B,. il quale, trovandosi suila congiungente il 1.° coll’ (4 1 )wo
vertice della piramide fondamentale, ha tutte le coordinate nulle tranne
fa 12 e b (A-+-1)# {che, col loroe rapporto, danno la coordinata di B,
sopra la retta A, By : cosieche nell” (A’ <112 colonna del modulo in di-
scorso saranno nulli tutdi i termini tranne H 1.° e I'{A'+11®°, Similmente
nelle colonne (A'~+-2)ms .., {4 A'))™ mancheranno tatti i termini, tranne
rigpettivamente il 2.¢ e (A’ -2, TR = ¢ I'{A -} &)™, Ripetendo per
i puntt C,..., D di {13) quelio che abbiamo detto per i punti B si trevano
immediatamente ed analogamente le successive colonne del modulo fino
alla /=, Osservando poi che 1o spazio fondamentale S,_, {z, ==.,, ==
==, ==} ¢ [ unico spazio fondamentale (multiplo} dell’ omografia subor-
dinata di 8, {2, =..==x, =<0}, 5i trova subito che tutti i termini della
didgonale principale delle prime g colonne sone eguali fra loro ed a o

Hipetansi e preced?n%i t‘{mﬁi(hﬁm?iﬂné qul 2 ° {[El&(lﬂ} contenente il

sempiice regoia per attenere 11 cercato mmluln della data omegrafia .

— S prenda i modulo ridotto della omografia generale di cui Uomografia
particolare considerata & limite, nel quale cioé tuthi gli elomenti sono nulli,
tranne quellt della diagonale principale, di cui i primi b’ sono egnali fro
Iﬂrﬂ i successivi B’y sono egquali fra loro, ecc. I quﬂsti elementi 1 primi

g si facciano eguali o p ¢ successivi " eguali 4 +°, ecc.: poi si trasporti
vertwnlmeute verso Dallo il 20 gruppo (di ¥, dementi della diagonale) di
S posti; i 3. gruppe {di ¥, elementi) di K, posti, .., il {p+41™ gruppo
(di %, elementij di W, posti, e si attribuiscano agli elementi trasportati
é%wﬂﬂﬂfi S }"ff,_.:r EE3 ganay F'Hi R o Q. fh;.ﬂ-?"biﬂ"ﬂfi ma diverst da gero. Si i"i@ﬂfﬂ

D T T e L T i LW LR T MY L et Py B -
IR T e s %
e at e R e e L R e e et

L 2 e e e

e

e Lt et e
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lo stessa cosa per i successivi g elementi: ece.. Tuttocit e chiaramente
espresso dal seguente schema del modulo *}:

o 1y In guesto schema le sole punteggiate grosse indicano iermini diversi da
| Eﬁrﬂ Le panteggiate fine sono semplci indicazioni di ﬂﬂlﬂﬂ&lﬂﬁntl, ciod in esse

i e !
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ove deve ripetersi pei gruppi di ¢, ..., 7™ elementi ¢cio che ivi & indi-

cato per il gruppo di ¢ elementi.

) . A AR
20. — Cbme avvertimmo nel numero precedente, le P] y ore s ;}‘ sono le

coordinate rispettive di B, ..., B'a'—i sopra le rette A, By ..., Ax g Ba

L E‘L E""‘h'-ﬂ- » » 4 ] r r
c081 Ef g —5 S0R0 le coordinate rispettive di O ..., C'4,q sopra le retie
{.:

B.C,,.... Br 1 Carp 1 ece. . Queste coordinate e guindi le &, ... pr 80 e LA, S
... 81 possonc ritenere arbitrarie quando si ritenga arbitrario il punto unita
stlie rette A, B..,..., A.,ﬁ,“_j{ By ;Bﬂ Cy ..., Bh'g—ml C;,,f,r.,.l ... delis pira.mide
di riferimento. Per cid si osservi che il punte unita sopra A, B, {ad es)
& il punto ove guesta retfa taglhia 1'S._, determinato dal punto unita di
S, e dai rimanentt vertici della piramide. Per conseguenza, dopo aver
date genericamente le J.,0,v,..., 1l punto unita 4i 8, deve essere scelto
I uno spazio comune a in. 17)

R R N R R R R R S L CRPR

dati §,._;, e pero in un date spazio 5, Y.
inoltre ciascuno dei punti A, ..., Ay, dipende da &', 1 parametri,

kL

ciascuno dei punti Ay ..., Ay da A, — 1 ,..., ciascuno dei punti
F P

Ape e, Apy da A — 1, perché quei punti sono contenuti rispettivamente
negh spazi Sy, Sy 4., By dungue in tutto essi dipendono da
P g—!

By y—1) 4 By — By ) By e 1) b s b (B — B} (B —1)

parametri. Poi ciaseuno dei punti B,,.., By _, dipende da #,.., para-
¥

metri, perché pud prendersi ad arbitrio {n. 18) in un cerfo spazio ad

R ,... dimensioni (determinato una volta scelti i punti A3}; ciascuno dei

punti C,,..., Cpy, By, ..., By dipende, per una ragione analoga, da
H ;o #—1

K, parametri;...; ciascune dei punti Dy,..., Dy, .., Cp i, Gy,
P 3 2

6 nei posti rimanenti i termini sono nulli. Notisi ancora che {ad e1.) gli elementi
L e gli elementi ¢ sono su parallele alla diagonale principale, diverse se &' $ 4’
e coincidenti se A’ =R, ,

1y It dubbie che i detti 5,._; abbiane a comune uno spazio di dimensione
»>g—1, si elimina prendendo posizioni particolari dei plani stessi, par es. quelle
passantt per B,,..., Ba; Cg,ery Cary ... onde s hanne iperplani fondamentali,
i quali sono indipendenti (in X.).

R
’ :'E_':::!s:-
%
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Bh’g -y By _y dipende da } parametri: ciod in tutto questi punti dipen-

dono da

Ko by + By By 4+ o+ 4
parametri, §i pud adungue dire che il guadre {13) relativo alle coppie
caratteristiche dello spazio 5, pu?} costruirsi in

&

B DR 8y TR R A b et R

modi distintt.

Ne segue, facendo il ragionamento per tatti ghi altri quadri, tenendo
conto dell’ osservazione fatta al principio di queste n. e ricordando le
relazioni deél n. 17, che il modulo dell omografia particolare, prendendo
convenientemente | vertici della piramide fondamentale ed il pusto unita
pud ridursi alla forma (15) fove le w0 v, ..., hanno valori prefissati

Lh{R—

arbitrari, diversi da zeroj in Ve modi differenti, essendo

N hth- =K D+ = DR E 1) 4 B B - 1)+ b
+ AR — 1) + " w~fm B R 1)

Valgono quindi per le omografie particolari considerazioni analoghe
a quelle fatte nel n. ® per le omografie generali, e si trova cosi la pro-
prietd comune alle une ed alle altre: Due omografie qualunque aventt la
stessa carvattevistion ¢ gli stessi invariantt assoluti, sono protethivamente
identiche, e reciprocamente; e di pin si puid passare dall’ wna oll’ altra con
o Shih-br . o Tl frasformazioni lineari distinte, i numer h - 1 egsendo
quelli che compariscono nella carvatteristica, cioe le dimensiont degli spagi
fondamentali {distinti o sovrapposti). Nel quale enunciato Ja proiettivita
o trasformazione lineare ha il significate di omografia, ma acqaista quello
di eorrelazione se in uno dei due spazi si scambiano le denominazioni
di punti e di iperpiani,

E qui & opportuna, anche per I'avvenire, I'osservazione seguente. Una
omografia fra punti e la stessa omografia fra iperpiani, considerata pero
inversamente, non solo hanno ia stessa caratteristica, come risulta dal
1. 15, ove fu appunto osservato che al sovrapporsi di certi spazi fonda-
mentali corrisponde il sovrapporsi delle stelle fondamentali ad esse co-
ningate, ma hanno altresi gli stessi invarianti assoluti, come appare dal
loro significato geometrice dette nel n. 6. Sicehe, per il teorema prece-
dente, vi saranno infinite correlazioni con cui &i passa da una omografia
alla sua inversa o, come dicesi brevemente, una omografia ¢ (in infiniti

i modi}) correlativa alla sua mversa.
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B, dopo c¢id, si pud anche notare che, nel teorema suaperiore, la
projettiviti o trasformazione linesre pud avere il significato di eorrela-
zione (senza fare scambio in aleun spazio delle denominazioni di punto
e d’iperpiano) pur di sostituire ad una delle omografie Ia sua inversa:
e cio si intenda detto anche per il seguite.

21. — Alle proprietd ultime del n. 8 valevoli per una omografia gene-
rale, corrispondono, per uma particelare, le seguenti.

Una omografia particolare & individuata noti i suol spagzi caratteri-
stiei {che, quando gl spazi fendamentali sono gemplici, divengono questt
spazi medesimi} ed in essi le coppie caratteristiche, ¢ciod i punti del qua-
dro {13) e degli analoghi, ed i loro punti corrispondenti, e noti inoltre
ghi invarianti gssoluti. Cio segue immediatamente dalPosservare che nel
module {15} figurano appunto soltanto guesti invariantl e le c¢oordinate
Wy ke L ST PR |

e, =L 2 del punti B, B I,,..,Fﬂ,gg , O, G, ... (sulle
P P b fh 7y

rette A,B,, A, B, ..., An o Bar, o, BoGa, By Lk

Come per una omografia generale, cosi per una particolare st possono
dare arbitrariamente la carafteristica [(K -1, K ~1} . (A1 .., BT},
le b essendo numeri inferi positivi assoggettati alle sole condizioni W+ ¥+
R T . ke W S LA S S e P R P
v DR T BN TS B e gl invariantt assoluwfi, Per individuare una
omografin generale oecorre inoltre fissare gli spazi fondamentali (arbitraria-
mente, ma appartenenti ad 8,): inveee per una particolare occorre inoltre
fissare gl spazi caratleristici (mrhimﬂummtf ma apporienenti ad 3,.) ed
in essi le v 1 coppie carafteristiche, come si ¢ detto inmanzi. Invero,
assunti come punti fondamentali 1 panti (13} e gil analoghi, e conside-
rata 'omografia di modulo (1), & facile verificare a posteriori che questa
soddisfa alle condizioni volute. Dapprima si noti che il D () relativo si
ottiene dal modulo sestituendo ' —op,..., ™ —p 4 §,..., ™ ed allora si
verifiea subito che le sue radici sono appunte p',..., p". Indi si moltiph-
chino rispettivamente e successivamente le linee di Dip) per a3, #;,.., %,
sommando ed eguagliande a zero, e poscia ponendo p==g',..., p==p"",
si hanno le eguazioni degli spazi fondamentali, Cosl per p==p si vede
subito che le equazioni si riducono a x, =G ,..., 2, =0, cioé si ottiene
lo spazio fondamentale S.._,. Per vedere che esse e gh altri sono spazi
fondamentali multipli, basta considerare, invece della suddetta omografia,
Pomografia generale il cai wmodulo si ricava da (15} cambiando ¢’ in o,
nei gruppo di A, elementi, vin (f; nel gruppo di A, elementi ..., p' in

+
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¢, nel gruppo di A, elementi ed analogamente per gi altri spazi fon-

damentali. Facendo successivamente p==p', p==p,..,p=p, si trovano

spazi fondamentali distinti Sp-_s,Sp i, .., Sy ad es. By, & dato
T

dalle equazioni (¢, —p} 2+ M #w =0, {gi —p) o+l Baqa=0, ..,
{prl-_ {'f} mﬁi.i—'ld‘f‘ }"h'1 :E-'}l-r-k-ﬁl]—rl e {} : {p!i _Pf} mhil — U ) {F’i—u:}l‘} *‘E-&JE"I"'E e {} TR
(6"~ p) @y == 0, 4, Zaopay, == O, 2 par 31 == 0., Ora, guando o, tende a

ot P B D s e B 0 2 p, lospazio Sy, tende ad immergersi in Sy, ,
. F y (L |

questo in S, ... e finalmente Sh‘l-—r in S, ¢ e cosi per gli altri spazi
i Re- S

fondamentali. Adungue & dimostrato quanto si voleva,
29, — Diamo adesso, come per una omografia generale (n. 10), una
costruzione geometrica di una omografia particolare, fissati gii spazi carat-

teristici 8, .8, .oy S t=1, in essi le coppie caratteristiche ¢ fissati inoltre

gl invarianti assoluti
Dapprima si costruisca di ogni punte di uno spazio caratteristico,
N vt ad es., il suo corrispondente. Dall’ unico spazio fondamentale di
8. ., che & lo spazio §,.  date dai punti A,, A,,.., Ay, del quadro
{13), Ei Prﬂiﬁtt\iﬂﬂ i puﬂtri }Z}g,..., .Bk"l_]; ' Cﬂ porEe g {jk"lwt g reray Bt} PR nh’._l -
P

Nella omografia da costruire, a questi spazi proiettanti S5 devono cor-

rispondere gli spazi 8’5 proiettanti (dallo stesso 85} i punti By ..., B'aa,

C’{.,.“,ﬂ"h,!ml yorey I yoeey D' dati come corrispondents ai punti prece-
i

denti: anzi & chiaro che i primi devono essere prospettivi {od omologici)
ai secondi, essendo A, ..., Aaei s Bo yees Bay, . - Tispettivamente i centri
di prospettiva. Ne segue che se un punto M di 8,_, appartiene ad uno
. dei suddetti 8,, il suo corrispondente M’ & senz’ altro costruite. Se non
i ‘appartiene, conduciamo per M in S,_; un S,_,..,, indipendente da 5,4,
che incontrera ciaseune di quegli 8, in up punto, e osserviamo che guesti
punti d’incontrc apparterranno all’ S,_,.. {n. 14, Cap. 1.°). Trovando i
corrispondenti di questi punti, avremo P8, _,_, corrispondente, nel quale
deve stare il corrispondente M’ di M. Ripetasi questa costruzione o
volte e si avrd uno spazio di dimensione S,.. .z -1 contenenie M, e,

. Se w = Q{;m , §i avrd proprio M.
Costruite cost le omografie subordinate degli Spazi caratteristici

ot Sy smey D, B costruisca anche 1" omografia subordinata dello

i ~spazio S, , al quale appartengono gli spazi fomdamentali S, , S’_"“‘"

o BT

SO
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<., 8,0 omografia che & evidentemente una omografia genérale con
questi spazi fondamentali e cogli invarianti assoluti dati (n. 10).

Dopo cid si noti che un S,.,, che non passi per 5, ,
e quindi neppure per S g1 S ogega 88 S i inwm+ 1 spazk

S PO R
gl gk Py Y My

che appartengono all'S, , stesso. Se giacessers infatti in un 8, _,, congiunto
guesto con un aitro punto di 8,_,, si avrebbe un 8,_, contenente S,
e quindi 8,. .., 8, ed allora anche 8 ..., 8§ on {perche di questi
verrebbe a contenere nuovi punti, ciod i nuevi che viene a contenere
di 5,. . ..., 8,04} assurdo. Determinando ghi spazi eorrispondenti a1 sud-
detti m-+1 spazi & intersezione, si trovano quindi m -1 spazi apparte-
nenti all’ 8, , corrispondente al comsiderato 8,_;. Di ogni punto (conside-
rando ghi S,., per esso) si sa adunque costruire il corrispondente.

2%, — Come sapplicazione delle cose dette, diamo un’altra dime-
strazione del teorema de! m. 5. Se una omografia particolare potesse
pssere ciclica di ordine »n, ripetendola n voite, cied, come dicesi, facen-
done la potenza wnes"= si devrebbe trovare |'identitd. Ora, partendo dal
modulo {15), si trova essere cid impossibile. Infatti la potenzs nevms di
questo modulo {che, come 81 sa, ¢ appunto il modulo di detta potenza
nims)  ouando si attribuiscano, per semplicita, alie costanti {arbitrarie,
come vedemmo} k,y , ..., T %, ... ... rispettivamente 1 valori p';p"; ..
prende 1’ aspetto

E H{:“{ﬂ"‘l}p’“
| |
% HPF‘H ..................... .- {ﬂ-—u 1}{)!_“ :
‘ﬂ.p’“
1 ﬁ;fﬁ_ ,

ﬂp’“ .............. j
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I omografia identica.
24, — (i proponiamo ora di mostrare che il teorema esprimente la

condizione necessaria e sufficiente affinché due omografie sieno proiet-
tivamente identiche (n. 20) &, sotto altra forma, il seguente celebre teo-
rema di Welerstrass Y ;

La condizione necessaria ¢ sufficiente perché due forme bilineari

A . % | -
fg‘: Ao By Sy o ?w%b{hﬂ?i;h
(

ik

© . s trasformine in altre due

Y L P, %
f’ﬂ%ﬂrmxsﬂh y ¥ _%
ber una trasformazione lineave delle x welle X ¢ per un’ altra trasforma-
_ #ione lineare delle & nelle =, ¢ che © due determinanti

¢ .
b X 2

i ¢

r
{-"E"t’k § g @ {#b ih I s

!ﬂfm

Supposti non identicamente nulli, abbiano gli stessi divisori elementari 3.
Cominciamo dall’osservare che si pud, senza alcuna limitazione, sup-

[P CILE

porre diversi da zero tutti i determinanti la; i, 1Bl 1dal, #a].
. Infatti, se cid non &, siccome i determinanti la,,
~ Non sono identicamente nulli, potremo {in infiniti modi) trovare due
. Dumeri «, 3 tali che risulti ja, —ab., |40, la;, —3b | 30, ed insieme
e 130, fd o — B | £ 0. Questi determinanti sono quelli delle
- forme bilineari f+ag , f+8 , [ +oy , [ +B¢ 1 ed & chiaro che le
. forme f,» saranno trasformabili linearmente nelle /', ¢’ allora ed allora
. Boltanto che le forme f+ag ed f+fy saranno trasformabili lincarmente
melle f'+ay ed [+3¢. D'altra parte i divisori elementari di

5 - !
phini !ﬂih*fibmé

D, (p} == 111{& —ob —oldn —fbu} | == [ {1 ~plan —(2 - 5B B, |
‘¢oincidono con quelli di
1) {?}ﬁiﬂ’ﬁ "‘-‘“‘ﬂyﬂ; — F'{ffiu — Pyih] H == 5 (1 “P} & iy — {2 “Pﬁ}g:’tf

-Se quelli di la,, —~pbi! coincidono con qguelli di ‘o — 0¥ x|, poiché

Yy Gesammelte Werke, 1, pag. 19,
¥} La nosziope di divisori elementari fu gid posta nel n. 7.
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Di(p) o D {p)} si ricavano da questi determinanti con una stessa sosti-
tuzione lineare del parametro p. |
Adungue il teorema di Weierstrass & dimostrato in generale, se si
dimostra nella ipotesi che 1 determinanti la, !, b, i@ ui, B sieno

tutti diversi da zero.
2%, — In questa ipotesi poniame 'enunciato del teorema di Weier-

strass sotto un aspetto geometrico. Consideriamo cioé Fomografa
{Iﬁ} - Eﬂruiﬁ; — Z E}t'h.yi {,I.‘m"'“"'....: . i . vra }f} -

Moltiplicando i due membri per £, ¢ sommande, i ha identicamente,
gualsiansi le &, (essendo x,y due punti corrispondenti dell’omografia},

};ﬂftﬁff&h :Ebuycéu 1
ik

T

e guindi anche, effettuando le trasformazioni {(a modulo non nulle} dette
dal teorema di Weierstrass, cioe la stessa trasformazione lineare delle x,
nelle X, e delle y. nelle Y,, ed altra qualsivoglia delle £, nelle E,, s
ha identicamente, gualungue sieno le Z,,

1 r Ty A 42 —
%ﬂmxsﬂk = ;,bith:'# 3
i
ciod, per i punti X ,Y trasformati &i =, y, sussistono le relazioni

(17} Zﬂyﬁxa*ﬁzym‘ff y (k==0,1,..,7

che danno quindi una omografia proiettivamente identiea alla (18) ')
Reciprocamente, se le omografie rappresentate dalle (16), (17} sono
proiettivamente identiche, esisterd nna trasformaziene lineare delie x,
nelle X, e 12 stessa delle y; rielle Y, chie condurrd dall'ona a1l alt¥a orno-
grafia, Se tale trasformazione lineare conduce precisamente dalie formule
{16) alle {(17), aliora essa e la &, = &, trasformeranno le forme bilineari

frp nelle [, o', Se invece la detta trasformazione conduce dalle (16) alle

) Ovvero {pitt geometricamente) se ls £ sono coordinate di iperplanc in an
altro spazio &', le Zan w0 , Lbin 28 =0 rappresentanc due projettivita
fra S, ed ', di cul 1a (16) & il prodotte. Quéste duwe profesttivith si trasformano |
nelle due Sa' ik X Bn =8 ; IV X By =0 delle quall I (17) & pure il prodotto.




i R, X, e £3:.Y, (s==0,1,...,r) equivalenti alle (17}, queste si potranno

S | i - §Car. 4.0 n, 25.06)

3
dedurre da esse moltiplicande per opportane costanti 4., (8=0,1,...,9) e
sommando: cioé le (17) si potranno scrivere cosi:

Zﬂis}‘sh};i:’"}:@ia}*skY{ {kmﬂ,lr.“,i");
€ per passare dalle f, ¢ alle /7,3 dovrd eseguirsi mnltre la trasformazione
&_I; — E i-“, Ek +

Dunque le condizioni necessarie e sufficienti per la trasformabilita
delle £, = nelle ', ¢ sono le condizioni necessarie e sufficienti per 1'iden-
titd proiettiva delle omografie (16), {17).

26. — Queste ultime condizioni abbiamo trovato (n. 20; consistere
nell’ eguaglianza degli invarianti asseluti, o meglio (cfr. nota ®) al n. 7)

nell’ eguaglianza delle Jyadiei dei determinanti Dip)—|a,,—pb,| ., D
v g — b | D, ed inoltre nell’avere le due omografie la stessa caratteristica

[{k’%i , krl___i ey .....,,1} ( {m}_&i kf”ﬂ-—-l s e s ksfm}ml}}‘

Adungue, se si dimostrera che i numeri % {di ciascuna omografia) indi-
viduano i numeri e;, esponenti dei divisori elementari (del determinante
relativo a quell’ omografin), ¢ res::prﬂﬂamﬂnte sard dimostrato il teorems
di- Weierstrass.

~ Coasiderando ad es. 1a (16) ed il gruppo caratteristico (A" ~ 1, %, -1
w, #,~1) dello spazio fondamentale corrispondente alla radice p’ di

" D) =0, vediamo quali relazioni ci sono fra i numeri & di quel gruppo

caratteristico ed i numeri ¢, dei divisori elementari relativia guella radice p,
Per questo, consideriamo 1'omografia (16} come caso limite di una

omografia generale. Sia D, (p) il determinante relative ad essa ed 8p.a

‘-hu-'-“‘_““‘—!m

1) Veramente le equazioni delle omografie farono per tale dimostrazione

. Drese nolla forma o'y — Ep;g ¥y, XK g e Eq“ﬁ Y';, ma le radici, angi i divisori ele-

- mentari dei determinanti D{p), D'{p), non variano per una trasformazione lineare

~delle (16), (17){nel caso presente la (16)si trasformi colle &= 20w i, ¥ r-L @iy

° analogamente Ia (17)), in virtd del n. 7. Avvertasi poi che in questo n. 7 2
.E'iﬁ dats una dimostrazione diretta dell’ essere necessaria la condizione espressa
é dal toorema di Weierstrass,




{Car. 4.0 1. 26] — 0]

Ba it 3 ooy S p oli spazi fondamentali distinti corrispondenti alle sue

radici ¢, 0’y b p, Spaziche tendono a sovrapporsi l'uno all’altro quando
quelle radici si facciane tendere a g, Intanto le multiplieita delle radici
stesse per D,{y)}, per i suoi minori di ordine r, per gueli di ordine
r-1,..son0 date dal seguente specchio:

i}r tin, di min,. di min. «di min. di min. di min. di rain, ;
{P) l:mi r  ard.p—1 " ord. r—h'sg-$2 ord.r--&p4+l 7 ard, r—h ;-{uﬂ e}rli p—Ah-+1 "7 ord, ra-J&
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o W K -1 W -2 K Wl KoK, L KRl KR .

r :
o R K1 B2 LB K41 B -H, . 1 6 . 0
P’! hri h{g - 1 k,g - 2 aw krg " }I'r’p + i ;{2 Ha hlrs} taa {} ﬂ amm ﬂ :
PIP"-I h’p—l hrj.'}--"l “z- kﬁj}—-—-—l MQ L hﬁp—i-" krp_i'_ -i hfpmui*h’p rea G 'E} ek
Prp hﬁp kfﬂ""" I hﬁi" - 2 - 1 {} - ﬂ G axs

Quando I'omografia generale tende a quella considerata, D,{;) tende al
D(} relativo a quest'ultima e quindi la radice & & multipla {riprendendo
la notazione adottata nel n. 7) secondo

g=1 =Kk + ¥, bt Hy per D{p)
g =W -1  +EH -1 et @p-1) P& o T di DI
b =H=2) +Fi-2) b, -2) ., vl

vy, =0 ~Hy+ DB, =W+ Db b B =K+ 341, K42

o= %) A F =) et ~ ) IS S |
w, =W -KED+L | N s
oy per = B - R | - . PR
lj‘h; e 1 " h +2
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et

§ “h - L] L r - -
i Facendo le differenze successive per trovare i numerl e,, si ottiene

E] == 'E:'lﬂ; —_ [ ] = Eh‘f_: ﬁp-i-‘]
Eh'j:]"'l"i rrrrr} eh'f}'i‘i L . op g Eh:i:w_l e rever
Eflig“l“lﬁeh:g“i‘ﬁﬂ“;ﬁﬂhil m?

» T T Lmirirs il M s 1 L
Ehl‘*‘:ﬁ_m_ehi“i“zm".mﬁh ‘-'-'-"""'-'-"'1- )‘.

si trova ciot che &', dei numeri e, (relativi alla radice p'} somo eguali a
P41,k W, eguali a p, Ay «— R, eguali @ p—1,.., K. — N,
equali a 2 ed ' ', eguali ad 1. Ne segue immediatamente che viceversa
dati i numeri ¢, si trovano i numeri &, & ..., A giacehé & & i numero
- di tutti & numert e, By ¢ 0 numero di futfi i numeri e, meno il numero
. di quelli eguali ad 1, by ¢ il numers di tulli i numeri e, meno ¥ numero
- di quelli equali ad 1 ¢ 2 .., K, ¢ i numero di tutfi i numeri e, eguall a
0 p+1, I numero p+1 indica il massimo valore det numeri e; od il numero
~ degli spazi fondamentali eoincidenti in S,,. Se questo spazio & semplice,
#--0, ciod i divisori elementari relativi sono tutti 4i 1.° grado, e viceversa.,
| Il teorema i Weierstrass {n. 24) p adunque dimostrato, anzi com-
. pletato dall’osservazione (n. 20) che la frasformazione delle f, % nelle f', %

St pud fare in o B o o 281t diversi,

7 97, — Segre 9 parte appunto dal dette teorema per classificare le
omografie. Dicendo &, &,..., d3s 1 gradi dei divisori elementarl del
determinante D{p) corrispondenti alla sua radice p*” {disposti come prima
in ordine decrescente di grandezza), egli chiama carafleristica della con-
siderata omografia 1'insieme di gquesti numeri cosl raggruppati:

{16y €4} (1€ €0} s (& ef™... €5},

I Le osservazioni del n. precedente mostrano come si passi immedia-

Loy ¥ S—

B 1) Notisi che resta anche dimostrato essere ciaseuno degli esponentl ¢; ..., ey
oo dei divisori elementari eguale o maggiore del sucoessivo.

T %) Swilla feoria e sulla classificazione delle omografie . .. { Mem. della R. Accad.
71 del Lincei, 19 (8), 1884). Cfr. anche il libre di Mvrn, Theorie und Anwendung der
Elementartheiler {1eipzsig, Teubner, 1849), nel guale (§ 18) la trattazione di Segre
" & riportats con sloune modificazioni.
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tamente da questa notaziene a quella del Predella, da noi adottata, e
vicoversa. Ponendo nella stessa classe le omografie cogli stessi spazi

fondamentali {distinti o sovrapposti) &1 hanno, ad es., nello spazio ordi-
nario, secondo le due notazioni, i seguenti tipi di omografie:

1.% classe.
(Predefla) [0000] , [(00)00} , [(00)(00)] , [(00O)OT , [(00OOY]
(Segre)  [1111] , [ﬂzz] L Y O R O
w%‘%ﬁ{ R, ?’1 ; ﬂk’l‘%gu EI'-EISFEN N %Jéﬂ ‘3?-/4‘“‘“{/*3 \;Mﬁ )

(Predelia) [100] , {(10)0] , (1 (00}] , [{100}]
{Segre) {(1%}11] , [(21) 1], [An 2], [(31)] .

1y'f,-f

8.4 classe.
(Predeila) {11] , [l
(Segre) [(A1) (A1)}, [(22)].
. | 4.* classe.

(Predella) [20] , [(20)]
(Segre} [(111)1], [(211)]Y.

Per ciascuna notazione il numero degli invarianti assoluti & il numero
dei gruppi caratteristici diminuiti di une. .

1}y Veggansi nella Memoria di PREDBLLA, citata nella nota al n. 15, le squa-
ziomi canoniche di queste omografie scritte secondo ls regola data nel n. 19.
Ctr. anche la nota al n. 41 dell’ aliro lavore, ivi pure citato, del Predella stosso.
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Correlazioni 4 uno =pazio 5. In sé.

A

% 1. — Sieno
{1} PEFq‘ =z Fex Ey (ir=ﬂ A ¥ :r}

le formule che danno una correlazione (che supponiamo non singolare:
onde (a;.]|+0) di uno spazio in sé, cioé di uno spazio S, ia un altro &',
ad esso sovrapposto, dicendo x, le coordinate di un punto di 8, e &,
Ie coordinate dell’ iperpiano corrispondente di 8! (riferite alla medesims
piramide fondamentale ed a punto e iperpiano anits armonici (cfr. n. 4,
Cap. 2.0)}. 4%

La risoluzione del cosi detto problema d incidenza, cioé la determi-
nazione dei punti dello spazio che esistonc nei lore iperpiani corrispon-
denti & immediata. Invero, se un punto x sta nel corrispondente iper
biano & deve cssere ' -

T F
2‘ e & =10
eiog, per le {1), . .
(2} E Fip £y By, =z 0 L S i Y
) - t . . i . . s o o
Th o *ﬁ?{{?ﬁ{}ﬁﬁmﬁ I ool ﬂﬁ**’f“%ﬁg ;ﬂgﬁf‘ﬁﬂwﬂ'-‘fﬁ:ﬁwﬁﬁ
P Y

dalle (n. 19, Cap. 3°)

{3) gg{mz“ﬂ“m (f==0 1, .. ,7),
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gi perviene alla stessa equazione {2} se si considera un punte 2" di &',
che giace nell’iperpianc £ corrispondente di 5,. Esciudendo che la (2)
sia identicamente soddisfatta (ciod che si abbia a,ta.,; ==0), caso che
si tratterd in seguito, e ricordando una denominazione gia introdotta
{n. 18, Cap. 2.°), si eonclude che i luogo dei punti di S, o di 8, che
giacciono negli iperpiani ad essi_corrispondenti, ¢ la quudwm-hwgﬂ ¥,
mppres&nmm dall eguﬂgamw {23}.
Dualmente si ha 2 quadrica-tnviluppo ®, definita dalla

:Ait Ei ah_“m“'{} )
!

ove A, ¢ il complemento algebrico di a,, nel determinante ia,,!, come
totalita degli iperpiani di S, o di 8, che passanc pei punti ad essi eor-
ﬁspmd&nﬁ.

T T A L e e e e | B o e AT
V—r

g 20 R;Se}iﬂ&um org i yrﬂhlema degli elementi involutori,
I due punti corrispondenti ad un iperpiano variabile & {considerato
sig in 3, sia in 8',) deserivono due figure omografiche, nelle quali &
chiaro {facendo muovere questé iperpiano intorno ad un punto) che sono
phre corrispondentt i due iperplani che corrispondono ad un punto va-
riabile {considerato sta in §_, sia in § ), Questa omografia, i cui elementi
corrispondenti seno quelli che corrispondono ad un medesime elemento
nella correlazione considerata e nella sua inversa, omografia 1a quale @
adungue il quadrato della correlazione, dicesi apparfenenfe alla corre-
lazione stessa. I punti e gii iperpiani uniti dell’'omografia sono tutti e
‘soli i punti e gli iperpiani involutori della correlazione, cioé guelli che
hanno il medesimo corrispondenie in essa e nella sua inversa.
Analiticamente si ha dal confronto delle (1}, (3), che "'omografia ap-
partenente ad una correlazione ¢ data dalle formule

zﬂik;‘;?:hmf gﬂ-i{f;‘ {imﬂ,I,.“,f‘}

{e duaimente); e gquindi che le coordinate dei punti involateri {punti
uniti dell’ omografia) devono soddisfare, indicando con p un fattore di

i

proporzienalitd non nullo, alle 2: iy L5 == [ E @y; X, , cloe alle
k.

fﬂ-"’i" .:'#. ﬁggﬂ'ii ;ﬁ"'“‘ﬂ's F*ﬁyw

| N .
{4} %iﬂix—“ﬁﬂu}-’l’xmﬂ (¢==0,1,.,7)
(e dualmente per gli iperpiani uniti }.
x 5 | . # :
B _ . , P ¥ "'mq;ii -
* #E&% il "’“‘ﬁt{; ﬂﬂr" gf«ﬁbf - ’}-"'ﬁiﬁﬁj"#-b-ﬂ # oY N R ﬂ?‘ﬁ £ JF:' -w-?:-r“"J-L '!B = ﬂ;‘;ﬁﬁ% b .a% # "":;E* g%lr N"@

;:4;? §Mw o
sﬁgs ;rﬁ“ “ﬁ%s Fog & ﬁr‘ﬂf@ﬁnﬁﬂw S g S ﬁf

A
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& ¥ ) Eﬁ
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----------------------------

punti ed aperymm uniti {fﬂnﬂ &mﬂymﬁm ﬂFﬁﬂ?‘tFﬂﬁ@#& alle m&ﬂaﬂm, st

R T

dﬂssiﬁbmscﬁnﬂ in al#r#tmﬂﬁ spasi ¢ stelle ﬂﬂwtspﬂﬂdmtemmte aﬂe mdm
.p p . deﬂ’equnﬁ

(5} . Dp) == (g —paa;| == 0.
Hgﬂhg“}i“i*f ﬁmﬁw

1 detti spaziv® itelie di elementi involutori si diranmo fondamentali

anche ner la correlazione.
w 3. — Moltiplicando le {4) successivamente per z,,ay,..,%, € 80W-

L

4

Vymg  svfee

i

mando, st ottiene: = . .
3 . M{ﬁ-ﬂihwfﬁ;; }}R

% .
;ﬂm Xy Ty = P lﬂu Ly, ¥ g
& Lk

DESIa  pei e s éi.é 2 o E‘
.
{1 """"P} % Bip Ty Ty ==,

: . FIE
gl s i lera e oRSEFE J'__.ﬁ*f'j_.

Dunque, se r¥1, le coordinate di un punto invelutorio 2 devono soddi-

sfare alle La,, @, 2, =0, mentre cio imtr:-'i pon avvenire se p= 1. Ne
th

aaaaaaa
[ e A

-------

I3

D“ﬂfmﬁﬂ?mﬁt _____ le s tﬂﬂﬂﬁ..i@ﬁﬂ-:-@mﬁmh didperpiani.  Fonoieine i oo v
8% 4, — Prima di esaminare pilt da vicino le mutue relazioni degli spazi iLH? s
e delle stelle fondamentali, fermiamoci a considerare le cﬂrralaaiami i e i
volutorie, ciod le corvelazioni nelle quali tutti gli elementi seno involutori

onde 1 omografia appartenente alla correlazione riducesi all' identitd. .- LT
Dovranno le (4) ridursi ad identitd nelle coordinate per un valore di p
- the sia radice della (5); quindi, per tale valore di p, dovranso sussi-

stere le (r-+1)° relazioni

L e ot N
i H -
-, T o
it i

or s

x P P ﬂh{ mmmmn {} {'E, . ;,: T— G‘ . I s ten g -""}l --:'-'-!-:=i PRI -:F.- r:_--:‘-::.-:". ; i __;*:

~:: 8e'uno almeno, a,,, degli elementi principali del determinante |a..| &
diverso da zero, segue subito dalla relazione a,, —pa:. 70, compress
nelie precedenti, che deve essere p==1, Be invece tutti gli elemeonti prin-
‘¢ipali sono nulli, qualcuno degli altri elementi del determinante |a, |
 deve esgere diverso da zero: sia, per es., &, %0 (ifk)., Allera dalla rela-
zione ., ==pa,;, compresa nelle precedenti, risulta che p ed a,, sono

-------
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A

- biasi un sistema nullo singelare di specie A (eioé il determinante

[CAp. 5 0 40} R 117, R—

diversi da zero, e quindi, moltipiicando la stessa relazione per l'analogs
Oy == [lh;y, pure compresa in guelle, si ottiene =1, donde p==+1,

Per p==1 le suddette {»#-11)° relazioni divengono a,,— a,,=0: per
pum e b ey + gy, =10, 51 hanne adangue due casi di correlazioni mvo-
IutﬁriE' in uneo i ﬁﬂtﬁrminante ‘@, € simmetrico, e Ia cﬂrreiaziﬂna dicesi

e

Ne]le ﬂﬂrreiazmm invelutorie 3& e:isﬁt:nzmne del due spam aﬁvmppﬂsti
S.,8, &superfina. Vi si parla solo di punto ed iperpiano corrispondenti,
che diremo, in amendue i casi, polo ed ipgﬂﬁanﬂ polare. Dalle proprieta
generali della correlazione segue subito il cosidetfo teorema di recipro-
citd: -— Se un punto giace nell iperpiano polare di un altro, viceversa guesto
giace nell iperpiano polare di quello I due puntl (od 1;}&1‘1}13!}1} 31 {imt}nﬂ
mﬂmgﬂti{ﬂ 19, Cap. 3.7} SR A -

~ Nel sistema polare le due quadriche d'incidenza ¥, , &, sono fm loro

. aderenti (cio® gli iperpiami della seconda sono tangenti alla prima},

che, insieme ad altre proprietd, st vedrd in seguito {Cap. 6.°).
Qui noteremo invece guaiche preprietd del sistema nulle, -

# 5. — Dapprima osserviamo che nel sistema nullo, la (2) exsendo n‘ien* |
ticammente soddisfatta, egni punto giace nel sue iperpiano polare. Viee= -
versa, se in una correlazione ogni punto giace nell'iperpiaro corrispondente”™
(di 8, o di 8.}, ia ):} deve essere una Jdentlta L qumdi ia m}rreiaﬂone'" :
¢ un sistema nallo. . .0/ 0 el e i U

Ii determinante |a; ki dL]la trasfﬁrm&zmne ﬂhﬂ da 11 ststema nuﬂﬂ,

"'ﬁmimmmemm} e pﬂ!‘i} 8@ ¥t 1 ¢ dispart, il detﬂrmmante stesso & nuiiﬂ 1}, .

& smgtﬂﬂfe dﬂﬂﬂ essere v impart. 3e r & pan esso & ﬂec&ssaﬂaﬂlﬁnte

J—
S A g e

singolare ed In generale di 1.® species Ma 8i pud precisare di pih. Ab-

sia di caratteristica r—A--1}: esso deve possedere {(n. 24, {"‘ap 3.%) pe&
it fatto della involutorietd, un solo spazio fondamentale 8, , i eni punti

hanno per iperpiani polar tutti ghi iperpiani dello spazio, mentire nella

stella 8, , deve esistere un sistema nulio non singolare, nel quale un
S, abbia per iperpiano polare quell iperpiano che & polare dei punti
deil’ 8, nel considerato sistema nulio. Siccome quella stella ¢ uno spazio

1y Cfr.,ad es., Pascan, Deferminanti {Milano, Hoepli, 1897, § 16.

- - I
. : . . P e
L TP o T PN B »
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Y
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&d r-—h dimensioni, per la proprietd precedente, visulta cosl che se un
sistema nullo di S, ¢ singolare di specie h, v—h deve essere impari,
In un sistema nallo non singolare di S, (» impari} gl iperpiani polari
i un S, formano un X, ad esso proiettive. Se S,._,., ¢ il sostegno di
Y., segue subito dal teorema di reciprocitd che ogni punfo di uno dei
tdue spagi 8, , S,.u.., ha i suo iperpiano polare passante per Ualtro. Questi
spazi S, , 8, _,..; si dicono polari o coniugafi nel sistema nuilo, fﬁﬁ
Al punti di vn 8, si facciane corrispondere gii S,_, serzioni &EH’S;E_
cogli iperpiant polari dei punti stessi {0, come pud dirsi, si seghi con
8, il sistema nullo): si ottiene evidentemente in S, ub sistema nullo, il
quale, se k & pari, & necessariamente singolare, in generale di 1.» specie; -
onde i detti 3, sezione devono passare per un punto e quindi ' S,_,_,,
polare di 8,, deve avere questo punto comune colio stesso 8,. Adungue
due spasi polari 8, ,8,_._,, se k & pari, hanno un punto comune, od in
generale non pili, mentre, se & ¢ impari, non hanno in generale punto =
comune. (Cié pud vedersi anche sulle equazioni del ﬂistm}ia nullo {segando
per semplicitd con un 5, fondamentale), ad es. sulle formule ridotte o
tanoniche, che ora ci proponiamo i determinare.
% 6. — Supponiamo dapprima che il sistema nullo di S, non sia sin-
golare; onde {n. 5) r=—2n 4+ 1. Prendasi un punto qualunque A, e sia
%, H suo iperpiano polare; poi un secondo punto A, in =, e sia «, il sue
iperpiano polare passante per A,, A, ); indi un terzo punto A,, indi-
pendente da A, , A,, nella intersezione di »,, a,, e sia =z, il suo iperpiano
Polare passante per A, A, A,; e cost di seguite, fino a prendere un
(n-f-1isimo punto A, . indipendente da Ay, A ..., A, nella intersezione
R 3! Wiy 4 By yaeey Oogq € ad indicare con =z, il suo iperpiano polare passante
per A,. A,,.., A,. Questi punti appartengono allora ad uno spazie S,
“¢he & pure spazio d’intersezione di o, % ,..., %, |
- Dopo cid, considerisi lo spazio S, intersezione di 2,2, ., 2y,
‘. -che contiene S, e quindi i punti A,, A, .., A, ed in esso si prenda un
Punte A,,, indipendente da questi punti, cieé esterno ad S, e quindi
oad «,, o sia %, il sao iperpiano polare che passerd per A, .. A,..,
”;ﬁ%;, mentre o, passa per A,, ..., A, ed o, o,..., 2, passano per
Ay, A... Poi si consideri lo spazio 3, intersezione i T P TR
the eontiene. Su4+ @ quindi i punti A, ..., A ofd in esso si prenda un

l_‘_"‘-._\'.\_'nl\"_—l'\.'\.'\-'h'\—mﬁ.

:w = e
- 'N.-. -
N

*-‘:-'e::-r_“r-'_sE :

S 1 Qui e nel seguito del ragionamento si tenga presente il teorems di re-
- ¢iprocita {n.4), oltre al fatto del trovarsi ogni pele nel proprio iperpiano polave,




fOAP. Br n. 8] e 08 e

punto A, ., indipendente ds questi punti, ciod esterno ad 5., e gquindi
ad =,..:, il gual punto sis inoltre della intersezione di ., =, il che
si pud, perché tale intersezione taglia S,,, in un 8, che nor puo stare
nell' 8., altrimenti «,, o, ..., 2.4 {passando per un medesimo 5, non
sarebbero indipendenti come sono i loro poli: e sia o,,, I’ iperpiano
polare di A,.., iperpiano che passerd per A, ..., A,.e, Au, Anis Anys,

Hot POT Ag ey Mg, @ 99, 24 yeer, Bz PET Ay, Ay, Indi si consideri
lo spazio 8, intersezione di o, o, ,..., 2,_a, che contiene 8,,, e quindi
i punti A, ..., A, ed in esso si prenda un punto A, ., indipendente da
gquesti punti, cioe esterno ad S,,, e quindi ad «, ., il qual punto sia
inoltre della intersezione di o, ., o, , %, , 2.4e; il che si pud, percho
questa intersezione taglia 8,.;in un 8, che non pud stare nell' 8,..,
altrimenti 4y, %y ,..., 1,5, {passando per un medesimo 8, ) non sarebbero
indipendenti come sono i loro poli: e sia a,,, Uiperpiano polare di A,
iperpianc che passerd per Ay ..., A g, Asyy Auy Aupr s Auge, mentre o,y
passera per A, ..o A. o, An L Ann s Ao, A 2aga Per AL ALy A
Az, Augsy 2 PP Ao, Al As, Auga 2o PEE Ap o, A, Ay
Sn PET Apee, Mgy, € 25, 2y, o, 2, s PEF Ay, Ags. Cosd st continal.
8i arriverd infine ad o, iperpiano polare di un punto Asnys (che si potrd
scegliere sopra un 8,), il qual iperpianc passera per tutti i punti A escluso
A,, mentre o,, passera per tutti i punti A escluso A;; 2., per tuttii punti
A escluso A, ecc..

Siamo adunque pervenuti a costruire 2 -+ 2 punti indipendenti
Ay, Ay Asuga, tali che 1 loro iperpiani polart oy, o) .., By SO0 1
faccie della piramide da esst determinata e precisamente le faceie opposte
ai punti stessi (presi in ordine inverso) A..y. Aw .o, Ay, Begue imme-
diatamente che, presa questa come piramide fondamentale (e soltanto per
una cosi fatta piramide}, le formule del sistema nullo divengono dei tipo:

[ ply == — o Longr

]

: ?&1 = + Oy Ty,
ot == F Gy T

: F'Ean — — O

‘ |
’ | frlangr =+



arbitrari {(diversi da zero), vincolando la posizione degli elementi unita.

. . - I F i I (3
Cosi facendo nelle (8) le sostituzioni x, ==k, 2, , &, == s {affinché la

condizione d'incidenza sia sempre Xz, &, =0), al poste di a5, a,,..., &,

vengono kykown @, Ky ke 8y yony Ky k@, , che si possono porre proporzio- |
nali a quantitd qualsiansi (diverse da zere). Per es., possirino supporre

nelle (63 tutte le a,, a,,..., g, eguali ali’ anita.

Le equazioni di un sistema nulie (nen singolare} si posseno scrivere
nella forma (6), fissando a piacere le a,, @, ..., a, {cioé i loro rapporti),

in ot THEREY [roged} (b2
punto unitd ne restanc cosi indeterminate n-+1 ed inolire perche i punti
| Ay, Ap b ALy Agt ey Aguy: della piramide fondamentale, per Ia costru-
zione esposta avanti, si pessono scegliere rispettivamente in spazi a
n+1,2n,...,04+1,un-+1,. 1 dimensioni.

1 sistemi nulli non singolarvi &i spasi ad r dimensioni sono proieffi-
vamente identici. Cio segue subito serivendo per due tali sistemi le (8),
ove g prendano per ambedue e medesime arbitrarie a,, 4, ,..., 4.,. Allora
Pemografia con cui si passa dalla piramide fondamentale e dal punto
unitid di uno spazio alla piramide fondamentale ed al punto unitid del-
Paltro spazio conduce da un sistema nulle all’altro. Conforme a cid che

. . (r-2) fredd) _. .
81 & detto sopra, esistono o7 ¥ " omografie {ed altretfante correlazioni)

con cui st pud passare da un sistema nulle ad un altro.

% 7. — Supponiamo ora che il sistema nullo di 8, sia singolare di specie
h, onde si pud porre {n. b} »— h==3n-L1. Se 8,_; & lo spazio singolare
- del sistema nullo, nelta stella che ha per sostegno questo spazio si ha
un sistema nulie non singolare: quindi ¢ pure non singolare il sistema
" nullo che si ottiene segando con un 8., indipendente dall’8,.,, ciod
- facendo corrispondere un S, ed un S, ,, dell' S, ,, i quali, congiunti

coll’S,.,, ddnno un S, ed un S,_, corrispondenti della stella. Cosicehe,

GoBRrelti in S, 1 vertici A, A ..., As.y: della piramide fondamentale,
L giusta la costruzione del n. precedente, ed i vertiei Asge,.., A, eo-
' mungue in 8,_,, le formule del considerato sistema nullo in S, devono
&ssumere | aspetto:

— 107 - [Cap. B !3._5—?'] .:

In queste formule per le a,,